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1. Introduccion

El desarrollo de compiladores es un campo computacional
extremadamente complejo. En esta area, para realizar proyectos de
calidad y que no sean propensos a errores, se requiere tener una
buena fundamentacion en la Teoria de autdmatas y lenguajes
formales, también conocida como Teoria de la Computacidon. Esta
teoria es de indole matematica y trata diversos conceptos como
tokens, palabras, lenguajes, alfabetos, expresiones regulares,
automatas, gramaticas, forma normal BNF y muchos mas.

El titulo del libro ya da una idea de su enfoque. Es un texto que
promueve la practica, mediante ejercicios y proyectos, de los
conceptos de la Teoria de Autdmatas y Lenguajes Formales,
conceptos que son mas bien abstractos. Muchos de los ejercicios
vienen con la correspondiente respuesta, por lo que son un excelente
medio para que el estudiante se autoevalle, perfeccione sus
conceptos e incluso prepare sus examenes. El libro promueve un
aprendizaje activo por parte de los estudiantes, de acuerdo con las
recomendaciones de los pedagogos.

El profesor también puede sacar gran provecho de los temas
tratados, disefiando sus propios talleres, proyectos, ejercicios o
examenes, con base en los proyectos propuestos y en los variados
tipos de ejercicios ofrecidos.

El libro esta orientado a un curso de Teoria de Autématas y Lenguajes
Formales para la carrera de Ingenieria de Sistemas y Computacion,
aproximadamente en V semestre. Se recomienda altamente este
texto, como preparacidon previa para tomar un curso de
Compiladores. Adicionalmente, durante el curso de compiladores, el
texto puede ser un excelente material de repaso y de consulta.



Con frecuencia se presentan temas y ejercicios orientados al drea de
compiladores. Asi, el estudiante no solo aprenderd conceptos
matematicos en abstracto, sino que vera el sentido que tienen y una
de sus grandes posibilidades de aplicacidon. Lo anterior también esta
de acuerdo con recomendaciones de los pedagogos, que insisten en
gue el estudiante debe saber en que se aplican los conocimientos
gue estan aprendiendo.

En los capitulos, se incluye una descripcidon clara y concisa de los
conceptos que se van a tratar y se continla con ejemplos, ejercicios
con respuestas y ejercicios sin respuestas.

Adicionalmente, se proponen tres proyectos en diferentes
momentos de la lectura. El primero busca que el lector se forme un
concepto mas general de los que es un lenguaje de programacion,
mediante el estudio de algunas instrucciones y tokens de diferentes
lenguajes. En el segundo y tercer proyecto, se propone que el lector
diseie su propio lenguaje de programacién. Especificamente, en el
segundo proyecto, se deben diseifar los tokens del lenguaje e
implementar el analizador Iéxico correspondiente. El dltimo proyecto
se enfoca en el disefio de aspectos sintdcticos, utilizando la notacidn
BNF.

Se espera realizar una contribucidon importante al curriculo y a los
procesos de aprendizaje de estudiantes de Ingenieria de Sistemas y
Computacién, con el enfoque que ha orientado la elaboracién de los
diferentes capitulos.



2. Generalidades de Teoria de Lenguajes
Formales

En este capitulo se introducen los primeros conceptos de la Teoria de
Autdmatas y Lenguajes Formarles. Especificamente, se tratan los
conceptos de alfabeto, palabra, lenguaje y las operaciones y
relaciones entre ellos. A medida que se avance en el capitulo, el
lector notard que estos términos tienen en este contexto un
significado diferente al que tienen en el uso corriente.

2.1 Conceptos basicos

2.1.1 Alfabeto

Definicion.

Un alfabeto es un conjunto no vacio y finito de simbolos [KELLEY].

Ejemplos.
Los siguientes son alfabetos

1) {a,b,c, .., 2z}

2) {a, b,c}

3) {1,2,3,4}

4) f{a, b,5,6 @, *}
5) {casa, perro, awb}

Los siguientes conjuntos no son alfabetos.

1) El conjunto vacio no es un alfabeto. Un alfabeto debe ser un
conjunto no vacio.



2) El conjunto de los nimeros naturales no es un alfabeto. Un
alfabeto debe ser finito.

2.1.2 Palabra o cadena
Definicion

Una palabra sobre un alfabeto es una secuencia finita de simbolos de
dicho alfabeto [KELLEY].

En la definicion se puede observar que, en Teoria de Lenguajes
Formales, las palabras no necesitan tener sentido o significado.

Ejemplos

1) bbca es una palabra sobre el alfabeto {a, b, c}

2) casacasaawbperro es una palabra sobre el alfabeto {casa, perro,
awb}

3) Una secuencia de cero simbolos es una palabra sobre el alfabeto
{a, b, c}. Esta palabra se conoce como la palabra vacia y se
representa por ¢ (Epsilon), en algunos textos, por A (Lambda).

4) perro es una palabra sobre el alfabeto {a, b, c, ..., z}

5) while, una de las palabras claves del lenguaje Java, es una
palabra sobre el alfabeto conformado por los 256 caracteres
ASCII.

6) x=325+y; una instruccidn de asignacidn en lenguaje Java, es una
palabra sobre el alfabeto conformado por los 256 caracteres
ASCII.

7) Un programa de computador es una palabra sobre el alfabeto
conformado por los 256 caracteres ASCII.

8) Una frase es una palabra sobre un alfabeto cuyos simbolos son
todas las palabras del lenguaje castellano



9) Un parrafo es una palabra sobre un alfabeto que tenga todas las
palabras del lenguaje castellano y ademds los signos de
puntuacién, espacio en blanco etc.

Notas

1. El orden de los simbolos importa en las palabras, debido a
que por definicion una palabra es una secuencia. Por
ejemplo, la palabra casa es diferente de la palabra saca, y la
palabra ab es diferente de la palabra ba.

No hay palabras infinitas.
La palabra 012 es diferente de la palabra 12. La primera es
una palabra de 3 simbolos y la segunda, una de dos simbolos.

Ejercicios
Responda verdadero o falso

1) abb es una palabra sobre {ab, a, c}
2) El simbolo ASCIl espacio es igual a &

2.1.3 Lenguaje

Definicion.

Un lenguaje sobre un alfabeto es un conjunto de palabras sobre ese
alfabeto [KELLEY].

Ejemplos.

1) {aba, bca, cca } es un lenguaje sobre {a, b, c}

2) El conjunto infinito {a, aa, aaa, ... } es un lenguaje sobre { a}.
3) ¢, el conjunto vacio es un lenguaje.



4) {a, ala, aro, ..., zurdo} , el conjunto de todas la palabras del
castellano, es un lenguaje sobre el alfabeto {a, b, c, ..., z}

Ejercicios

Responda verdadero o falso

1) {}={e}
2) ¢={}
3) {F{{}}

2.2 Operaciones con alfabetos

2.2.1 Union, interseccion, diferencia

Como los alfabetos son conjuntos, podemos utilizar con ellos las
operaciones entre conjuntos.

Ejemplos
{a, b, c} U{b, c,d}={a, b, c, d}
{a, b, c} N{b, c,d}={b, c}

{a,b,c}-{b,c,d}={a}

Propiedades.

1) La unidn de alfabetos siempre da por resultado un alfabeto.

2) La interseccion de alfabetos da por resultado un alfabeto, si el
resultado no es vacio.

3) La diferencia de alfabetos da como resultado un alfabeto, si el
resultado no es vacio.
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2.2.2 Cerradura de estrella o lenguaje universal

La cerradura de estrella o lenguaje universal es el lenguaje formado
por todas las posibles palabras que se puedan formar utilizando un

*
alfabeto dado. Se representa por X , lo cual se lee cerradura de
estrella de X o lenguaje universal sobre X .

Ejemplo.
Sea 2~ ={a, b}, entonces,

Y= {¢,a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab, aba, abb, baa, bab,
bba, bbb, ...}

Los puntos suspensivos representan palabras de 4, 10, 1 000 000, 1
googol de simbolos y ain de mas simbolos

Un googol corresponde al nimero 10'%. El matematico estadinense
Edward Kasner preguntd a su sobrino por un nombre para un nimero
muy grande. El sobrino, Milton Sirotta inventd la palabra googol.

Un googol plex es 10" 9°°9°!

Propiedades.

1) La cerradura de estrella de un alfabeto siempre es un lenguaje
infinito.

2) Paratodoalfabeto ¥, e .

Definicion.

Sea X un alfabeto, definimos la cerradura de estrella de %, denotada

por Z*, como el lenguaje de todas las palabras sobre % .

11



2.3 Operaciones con cadenas y relaciones entre

ellas.

2.3.1 Cardinal

Cardinal es el nUmero de simbolos de una cadena.

Ejemplos

1) |perro|=5, siperro es una palabra sobre {a, b, c, ..., z }

2) |bccca|= 4, si bcceca es una palabra sobre {a, b, c}

3) |bccca|=3, si bceea es una palabra sobre {ca, cc, b}

4) |eg|=0.

5) |ab]| es una expresion ambigua, si ab es una palabra sobre {ab, a,

b}

2.3.2 Concatenacion

La concatenacion es similar a la concatenacidn en programacion de

computadores.

Ejemplos

inter - disciplinario = interdisciplinario

ab-bc =abbc

ab-g=ab

Propiedad.

Sean w, x y y palabras, entonces | WX | W- X | w|+]| X]|

Ejercicios con respuestas

Determine si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas

12



1) Un parrafo de un texto de un periddico puede ser considerado
como una palabra, en teoria de lenguajes formales.

2) Sea X = {ab, bC} un alfabeto, entonces bcababc es una palabra
sobre X

3) Sea X = {ab, ba} un alfabeto, entonces babaabbaabbaabab es
una palabra sobre X

4) Sea X = {ab, C} un alfabeto, entonces abccabaabc es una
palabra sobre X

5) Sea X unalfabetoysea a unsimbolo, si a €X entonces
aey

*

6) Paratodo alfabeto X se tiene que {6} ex
7) Sea Aun lenguaje sobre X, entonces, A C ¥

8) Sea X = {a,b} un alfabetoy sea A= {W&X‘We TOAX eZ*} un

lenguaje, Se puede decir que A es el lenguaje de todas las palabras
gue contienen por lo menos una a

9) Sea X = {a,b} un alfabetoy sea A= {wa‘w € Z*} un lenguaje,

entonces A es el lenguaje de todas las palabras sobre X terminadas
en a.

Respuestas: (1) V (2) F(3) V (4) F (5) V (6) F, note que € € X", sin
las llaves, si es verdadera (7) V (8) V (9) V

10) Considere la siguiente propiedad:

“Sean w y x palabras, entonces; | wx |5 w|| x| “
Responda Vo F

i. w=abyx=cdes un contraejemplo de la propiedad
ii. w=ayx=besuncontraejemplo de la propiedad

iii. w=abcyx=desun contraejemplo de la propiedad

13



iv. W =ayx=bcesuncontraejemplo de la propiedad

V. W= & yXx= & esuncontraejemplo de la propiedad

Respuesta: FVVVF
Ejercicios
SeaX = {a, b}, especifique por comprensién:

11) El lenguaje sobre X de las palabras que comienzan por b vy
terminanen b

12) El lenguaje sobre X de las palabras que tienen a aa como
subcadena una o mas veces.

13) El lenguaje sobre X de las palabras que comienzan por b vy
tienen a aa como subcadena una o mas veces.

2.3.3 Potencia

La potencia consiste el concatenar una palabra consigo misma el
numero de veces indicado por la potencia, por ejemplo:

(abc)® = abc - abc - abc = abcabcabc

(abc)’ =¢
g =¢
Definicion.

[KELLEY] Sea w una palabra sobre X y n un numero natural, se define
w" como

W= {WW”'I sin>1

esin=20

14



Propiedad.

Sean w una palabra y n un nimero natural, entonces, |W" |=n|w|

Ejercicios

1) Responda verdadero o falso a las siguientes afirmaciones.
a) (ab)*(ab)’=(ab)°

b) ab’a=a’b’
c) (ab)*=a(ba)’b

2) Demuestre que son falsas las siguientes afirmaciones.
a) Sean w y x palabras y n un numero natural, entonces,
[(wx)"=|wx|"

b) Sean w y x palabras y n un numero natural, entonces,
[(wx)"[=]w"[ [x"]

3) Demuestre las siguientes proposiciones.
a) Sean w y x palabras y n un numero natural, entonces,
|w"x"|=n|wx|

b) Sean w, x palabras y m y n numeros naturales,

m+n|_

entonces, | (xy) m|xy|[+n|x|+n]y]

4) Especifiqgue formalmente y por comprensién los siguientes
lenguajes sobre el alfabeto {a, b}
a) El lenguaje de las palabras conformadas por una secuencia
de aes seguida de una secuencia de bes y por nada mas.

b) Ellenguaje de las palabras conformadas por un niumero par
de bes y por nada mds. Nota: cero es un nimero par.

c) El lenguaje de las palabras conformadas por una secuencia
de aes seguido de una secuencia de bes, tales que el
numero de aes es el doble que el de bes. Nota: Las palabras
no estan conformadas por nada mas que lo dicho
anteriormente.

15



d)

El lenguaje de las palabras conformadas por una secuencia
de aes seguida de una secuencia de bes, seguida a su vez,
de otra secuencia de aes. Ademads, hay mds bes en total que
aes en total. Las palabras no estan conformadas por nada
mas que lo especificado anteriormente.

5) Especifique por compresidon los siguientes lenguajes sobre el

alfabeto {a, b}. Nota: Interprete la palabra “aes” como “cero o mas

aes” y la palabra “bes” como “cero o mds bes”.

a)

b)

d)

e)

f)

h)

El lenguaje de las palabras conformadas por una secuencia
de aes seguida por una secuencia de bes

El lenguaje de las palabras que comienzan por a, después
de la cual sigue una secuencia de bes.

El lenguaje de las palabras conformadas por dos aes, entre
las cuales se encuentra una secuencia de bes.

El lenguaje de las palabras que tienen una a y cualquier
numero de bes..

El lenguaje de las palabras que tienen dos aes y cualquier
numero de bes.

El lenguaje de las palabras que comienzan por a, después
de la cual sigue una secuencia de bes, después del cual
sigue una secuencia de aes.

El lenguaje de las palabras de aes, tales que el nimero de
ellas en un cuadrado perfecto.

El lenguaje de las palabras que comienzan por una
secuencia de aes, después del cual sigue una secuencia de
bes de manera tal que el nimero de aes es igual al nimero
de bes.

El lenguaje de las palabras conformadas por un numero
impar de aes.

16



j) El lenguaje de todas las palabras sobre X, que cumplen
simultdaneamente las siguientes condiciones:

i. Cada palabra comienza con cero o mas bes, continda
con cero o mas aes, luego siguen cero o mas bes y
con esto termina la palabra.

ii. hay mas bes en total que aes.

k) El lenguaje de todas las palabras sobre X, que cumplen
simultdaneamente las siguientes condiciones:

i. La palabra comienza con cero a mas bes, continta
con cero o mas aes y con esto termina la palabra.
ii. El nimero de bes es par
iii. El nUmero de aes no es superior al doble del nimero
de bes.

6) Especifique por comprension los siguientes lenguaje sobre el
alfabeto{a, b, c }:

a) El lenguaje de todas las palabras sobre X que cumplen
simultaneamente las siguientes condiciones:

i La palabra comienza con cero o mas aes, continta
con cero o mas bes, luego siguen cero o mas ces y
con esto termina la palabra.

ii. El nimero de bes es el doble que el de ces.

iii. El niumero de aes es el doble que el de bes.

b) El lenguaje de todas las palabras sobre X~ que cumplen
simultdaneamente las siguientes condiciones:

i La palabra comienza con cero o mas bes, continta
con cero o mas ces, luego siguen cero o mas aes y
con esto termina la palabra.

ii. El nimero de bes es par.

iii.  Juntas las aes y las bes superan en nuimero a las
ces.

17



Ejercicios con respuestas
Determine si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas

7) Sea X = {a,b} un alfabeto, luego a°b® =b°a’®
8) Sea X = {a,b} un alfabeto, luego ab?ab® = a’b®
9) Sea X = {a,b} un alfabeto, luego a(ab)’b = a’b*
10) Sea X = {a,b} un alfabeto, luego (ab)*b = a(ba)’b?

11) Sea X = {a,b} un alfabeto y sea
A= {biabjabk ‘i >0A j>0nk> 0} un lenguaje. Se puede decir

que A es el lenguaje de todas las palabras sobre X conformadas por
dos aes y cualquier nimero de bes.

12) Sea W =1 una palabra, luego W" =1 paratodo n>0
13) Sean W, X y Vy palabras, luego ‘Wlxjyk‘ _ ‘WZIXZJyZK‘

14) Sea w una palabra ‘Wm“‘

=pw"- "

Respuestas: 7)F,8)F,9)F,10)V,11)V, 12)F,3) F, 14) F
15) Sea n un entero no negativo; w, x, y palabras sobre algin

alfabeto. Una de las siguientes expresiones es igual a ‘W”xy“‘ .

¢Cudl es esta expresiéon?

A Ix]+(wl+]y D"
B W[ +]x]+]y["

Wl xy["
Ix[+n(w|+]yl)

e (W xy"|

Respuesta: D

18



16) Sea A el lenguaje de las palabras conformadas por una secuencia
de aes seguida de una secuencia de bes. Ademas, el nimero de aes
es par, el nUmero de bes es impar y hay mds aes que bes. éCual de
los siguientes es el lenguaje A, expresado por comprensién?

{a?p?1*i>0,j=0,i> j}
{a2ib2i+1 li>0}
{2%0%i>0,j>0,2i >2j+1
{a2i+2b2i+1 | i > 0}

E. {a?*h?|i>0,j>02i+1>2j+1

S 0o =® »

Respuesta: C

17) Sea A el lenguaje de todas las palabras conformadas por una
secuencia de aes seguida de una secuencia de bes. Ademas, el
numero de aes es par y el nimero de bes es igual al nUmero de aes
mas uno. Por ejemplo, una palabra de este lenguaje es la palabra
aabbb.

Exprese por comprensidn el lenguaje A.

Respuesta: {a®'b?* |i> 0}

18) Sea A el lenguaje de todas las palabras conformadas por una
secuencia de aes seguida de una secuencia de bes seguida, a su vez,
por una secuencia de ces. Ademas, el nimero de aes es par, el
numero de bes es el doble que el de aes y hay tantas ces como aesy
bes juntas.

Exprese por comprension el lenguaje A.

Respuesta: { a?'b*c®|i > 0}
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19) Considere la siguiente propiedad

“Sea w una palabra y n y m numeros naturales, entonces

W= w |

Responda Vo F

i. w=an=1y m=1esuncontraejemplo de la propiedad
ii. w=&,n=1y m=1esuncontraejemplo de la propiedad
iii. w=aa, n=1y m=1esun contraejemplo de la propiedad
iv. w=a,n=1y m=3esuncontraejemplo de la propiedad

V. w=a n=2y m=2esuncontraejemplo de la propiedad

Respuesta: FFFVF

2.3.4 Inversa

La inversa de una palabra se obtiene escribiendo sus simbolos de
derecha a izquierda, por ejemplo:

1) (aro)' =ora

2) (abch)' =bcba

3) &' =¢

Convencion

Cuando no se especifica el alfabeto, asumimos un alfabeto sencillo de
simbolos de un solo cardcter. Asi, para el primer ejemplo asumimos
el alfabeto {a, r, o} y para el segundo, el alfabeto {a, b, c, d}. Para el
tercer ejemplo, no interesa el alfabeto.
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Propiedades.
Sean w, x y y, entonces:

1) (wx)' =x'w'

I Iyl
2 (W) =y'x'w
!
3) (W ) =W
|
o W HW
Ejercicios con respuestas
Responda verdadero o falso
1) Paratoda palabra w se tiene que w' = w
2) Paratoda palabra w se tiene que ‘W' ‘ = ‘W‘

3) Sean W,X y y palabras, luego ‘(Wixiyi)I ‘ = i(‘W‘+‘X‘+M)
4) Sean w, xy y palabras, entonces, (ny)I =w'x' y'
Respuestas: 1)F, 2)V, 3)V, 4)F

Ejercicio

5) Demuestre la siguiente proposicion.

Sean w y x palabras y m y n nimeros naturales, entonces,
| [(xy)™™T" | =(m+n) | xy |

2.3.5 Prefijo y prefijo propio.

Una palabra es prefijo de otra, si la segunda comienza por la primera,
por ejemplo:
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para es prefijo paracaidas
ab es prefijo de la palabra abcd.

Los prefijos propios son los prefijos diferentes de la palabra, por
ejemplo:

para es un prefijo propio de paracaidas

luna no es un prefijo propio de luna.
Definicion

Sean w y x palabras, w es prefijo de x, si y solo si, existe una palabra y
tal que wy=x [KELLEY].

Definicion. Sea w y x palabras, w es prefijo propio de x, si y solo si, w
es prefijo de x y w # x [KELLEY].

Ejercicios con respuestas
Determine si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

1) ¢ es prefijo propio de toda palabra
2) Todo sufijo de una cadena es una subcadena de dicha cadena
3) Una palabra no puede ser a la vez, sufijo y prefijo de otra

4) Sea X = {a, b} un alfabeto, la palabra abb tiene tres prefijos.

Respuestas: 1)F, 2)V, 3)F, 4)F
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Ejercicios

5) Determine si las palabras dadas son prefijos de la palabra cba.
En caso afirmativo, encuentre el valor de la palabra y de la
definicidn.

a) cb
b) cba
c) &

6) Defina sufijo y sufijo propio.

7) Responda verdadero o falso a las siguientes proposiciones.
a) Una palabra no puede ser a la vez sufijo y prefijo de otra.
b) Para toda palabra w tenemos que w es sufijo de w.

2.3.6 Subpalabra o subcadena

El concepto de subcadena corresponde al concepto de subcadena de
programacion de computadores.

Ejemplos.

1) arrend es una subcadena de subarrendar
2) Estudiantes es una subcadena de numeroEstudiantesActivos
3) abesunasubcadena de ddabccd.

Definicion.

Sean w y x palabras, w es una subcadena de x, si y solo si, existen
cadenas y y z tales que x=ywz [KELLEY].

Ejercicios

¢Cudles de las siguientes palabras son subcadenas de la cadena
subarrendar? Halle los valores de y y de z en cada caso.
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1) arre

2) sub
3) €
4) baen

5) subarrendar

2.4 Operaciones con lenguajes

2.4.1 Cardinal de un lenguaje
El cardinal de un lenguaje es el niumero de palabras de dicho
lenguaje.
Ejemplos.
| {ab, cd, € }| =3
| {ab, & }| =2
[{e}]=1
[31=1¢1=0

Ejercicios.
Resuelva las siguientes expresiones.
1) abc}|

2) |abc]|

2.4.2 Concatenacion de lenguajes

La concatenacidn de dos lenguajes A y B es un tercer lenguaje C. En
el lenguaje C van todas las concatenaciones posibles formadas por
una palabra de Ay un palabra de B.
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Ejemplos.
{ corr, beb} - {er, o, imos}=
{ correr, corro, corrimos, beber, bebo, bebimos }

{a,bcH{e}={a, bc}

{ab,c}-¢=¢
Definicion.
Sean A y B lenguajes sobre algun alfabeto Y , definimos
A-B = AB ={wx|we AA X € B} [KELLEY].
Propiedades.

Sea X unlenguaje y A, By C alfabetos sobre Y., entonces,

1) A(BUC) =ABUAC
2) (AUB)C = AC UBC

Ejercicios con respuestas

Resuelva las siguientes expresiones y exprese el resultado por
comprension:

1) {aa} {b} {b}
2) {ab} {ajba}’

3) {ab}"{ba} {a}

Respuestas:

1) {aa'bib|i>0,j>0}
2) {(ab)'a(ba)’ |i>0, j >0}
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3) {(ab)'(ba)’ali>1, j>0}

Ejercicios

1) Sean A,By Clenguajes sobre un alfabeto X, de un contraejemplo
de:
a) A-(BnC)=A-BnA-C
b) A-(B-C)=A-B-A-C

2.4.3 Potencia de un lenguaje

Elevar un lenguaje A a una potencia n es simplemente concatenar el
lenguaje consigo mismo n veces. n debe ser un niumero natural, es
decir un entero no negativo. Siguen algunos ejemplos:

1) {a,bc¥={a bc}{a bc}{a bc}=

{aa, abc, bca, bebe } {a, bc}=

{aaa, aabc, abca, abcbc, bcaa, becabc, becbcea, bebebce}
2) {a,bc}’={¢&}

{&}es el uno de la concatenacidn de lenguajes.

3) ¢° ={¢}

El resultado se debe a la definicién y no es similar al resultado del
calculo. En cdlculo, cero elevado a la cero es indeterminado.
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Definicion.

[KELLEY] Sea A un lenguaje sobre > y n un numero natural, se define
A" como

[ AA™sin>1
{c} sin = 0

Ejercicios.

Resuelva las siguientes expresiones. Exprese el resultado por
extensién. Use puntos suspensivos si es necesario.

1) {e,ab}?

2) {e,aby™

3) {e,ab,(ab)%}*

4) {ba,(ba)’}"

5) {(ab)"’}”

6) ({e.ab}{(ab)*,(ab)’}™
7) ({(ab)*He, (ab)’H*

Ejercicios con respuestas

Resuelva las siguientes expresiones y exprese el resultado por
extension.

8) [{(ab)’}{&,ab} ]

9) ({e&,abMab}* )*

10) ({&,ab} &,ab} )™

11) [{e,a,a% a’}—{s,a,a*}*

12) ({e}H{ab})”
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13) Sea el lenguaje A = {g,ca}25. Responda Vo F.

L ) e A
- (ca)® e A
i (a0)% < A
v. ceA

V. (Ca)30 c A

14) [{E,Cb}{g,cb}]goda como resultado uno de los siguientes

lenguajes. ¢ Cudl es este lenguaje?

{e,cb, (ch)?,..., (cb)®}
{cb, (ch)?,..., (cb)®}
{(ch)?,(ch)3....,(cb)®%}
{&,(cb)?, (cb)?..., (cb)®%}
E. {,cb,(ch)?,...,(cb)"}

o o ® »

15) Resuelva la siguiente expresiéon y exprese el resultado por
extensién. Escriba al menos los tres primeros elementos y el
ultimo elemento del resultado.

[{(ab)*, (ab)®, (ab)®, (ab)”} — {(ab)*, (ab)"}]*°

16) Resuelva la siguiente expresién. Exprese el resultado por
compresion:

{E, bC}lOO{&‘, df}ZO{a}GO
Respuestas:

8) {(ab)**’,(ab)*™,...,(ab)**’}
9) {(ab)400, (ab)401,..., (ab)420}
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10) {&, (ab), (ab)?...., (ab) >}
11) {a*,a*,...,a*’}

12) {(ab)'’}

13) VVFVF

14) A

15) [{(ab)*, (ab)>, (ab)®, (ab)”} — {(ab)*, (ab)"}]3°=

{(ab)150‘ (ab)151, (ab)152’ " (ab)180}

16) {&,bc}*%%e, df}?°{a}®® =  {(bc)'(df)/a®®|0 <i<100,0 <
j <20}

2.4.4 Cerradura de estrella o cerradura de Kleene de un
lenguaje

Para hallar la cerradura de estrella de un lenguaje, se realizan todas
las concatenaciones posibles de 0, 1, 2 o mas palabras del lenguaje,
por ejemplo:

1) {a, bc}* ={¢&, a, bc, aa, abc, bca, bcbc,
aaa, aabc, abca, abcbc, bcaa, bcabc,

bcbca, becbcebe,...}

2) {e} ={¢}
3) ¢ ={}
Definicion.

[KELLEY] Sea A un lenguaje, definimos la cerradura de estrella de A o
cerradura de Kleene de A como

*

A=ANUAUAUA U= JA
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Ejercicio con respuesta

1) Determine si la siguiente afirmacién es verdadera o falsa: Para

todo lenguaje A se tiene que £ € A
Respuesta: Verdadero

Ejercicios.

2) Resuelva las siguientes expresiones. Exprese el resultado por
extensiéon. Use puntos suspensivos si es necesario.

a) {ab}’
b) {e,ab}
o o {e}
d) {aHa} {0}
3) Sea A={a} y B ={b} especifique por comprension:
a) A'ABB’

b) A'BA'B
) B'AAB’
Propiedad.

Sea X un alfabeto y A un lenguajes sobre X, entonces, (A*)* =A

La propiedad anterior se conoce como idempotencia. Esta propiedad
también la posee el valor absoluto, en Calculo, y la recuperacién
mediante bitdcora de una base de datos base de datos.
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2.4.5 Cerradura positiva de un lenguaje

Para hallar la cerradura positiva de un lenguaje, se realizan todas las
concatenaciones posibles de 1, 2, 3, o mas palabras del lenguaje, por
ejemplo:

1) {a,bc} ={ a, bc, aa, abc, bca, bebe, aaa, aabe, abca, abcbe,
bcaa, bcabc, bcbca, bebcbe,...}

2) {e} ={}
3) ¢ ={}

Definicion.

[KELLEY] Sea A un lenguaje, definimos la cerradura positiva A como

Ar=AUAUA U= A
i=1

Ejercicios.

Resuelva las siguientes expresiones.

1) {¢,ab}’

2) Sea A={a} especifique por comprension A*y A"
3) Sea A ={ab } especifique por comprensién A"y A"
4) Halle ¢*, {}"

5) ¢Bajo qué condicion A" = A*?

6) ¢Cuando ¢ € A"?

7) Dar un contraejemplo para la siguiente afirmacion: Sea A un

lenguaje cualquiera, entonces: A" = A" —{&}
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Ejercicios con respuestas

8) Resuelva la siguiente expresion y exprese el resultado por
extension.

[{ab, a}{b, ab}—{ab?,aab,ba}]"

Respuesta: {ab, (ab)?, (ab)®,...}

Propiedades.

Sea X un alfabeto, A, B, C lenguajes sobre X~y n un numero natural,
entonces,

1) A ={s}UA"

2) A" =AA"=A'A

3) (A+)+ — A+
4) (A" =A
5) (A") = A

2.4.6 Inverso de un lenguaje

Para hallar el inverso de un lenguaje, se invierten todas las palabras
del lenguaje, por ejemplo:

{aro, sala, acbd }I ={ ora, alas, dbca}
Definicion.

[KELLEY] Sea A un lenguaje sobre un alfabeto X . Definimos el inverso
de Acomo A' ={w' |we A}
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Ejercicio.

1) Resuelva la expresion [{a}{bc} ]’

Propiedad.

Sea A un lenguaje sobre algun alfabeto X, entonces, (AI )I =A

2.4.7 Complemento de un lenguaje

El complemento del lenguaje A es un conjunto formado por todas las
palabras que no estan en A, por ejemplo:

El complemento del conjunto de todas las palabras que
comienzan por a es el conjunto de todas las palabras que no
comienzan por a, formalmente:

Sea X = {a, b } un alfabeto y A = { w | w comienza por a} un
lenguaje sobre X . El complemento de A es el siguiente.

A={w | wno comienza por a}
Definicion.

Sea X~ un alfabeto y A un lenguaje sobre ¥ . Definimos el

complemento de A como A=Y -A [KELLEY].
Ejercicios

1) Sea Z={a, b, c}y A={w | wtiene ay w tiene b } un lenguaje

sobre X, Halle A.

2) Sea X ={a, b, ¢}, A={w | w tiene b o w no tiene ¢ } un lenguaje

sobre >, Halle A.
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Propiedades

Sea X un alfabeto, entonces,

2.5 Miscelanea de ejercicios, con respuestas.

1) Sea el lenguaje A ={¢, ac, b} Responda V o F.
i (bac)® € 4*°

i. b°(ac)’b’ € A%

iii. bac e A*
iv. e€A?t
v. p2e a0

Respuesta: FVV VYV

2) Seana, b, c, d, e, f, g simbolos de algun alfabeto. RespondaV o F.
i. (ab)5(ab)® = (ab)?

- 35(bc)® efbe, a}”

" fea, (c@)’F ={(c)’ (ca)%}

V- fe ae a}={c,a%}
v. {ab,c}—{c,ba}={ab,ba}
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Respuesta: VV FFF

3) Seaellenguaje A= {a,bc}. RespondaVoF.
i. a° (bc)lO a’ (bc)lo c AR

i. e A%

iii. aS(bC)S c AR

iv.  (bc)*abcaa e A’

V. (abc)'® e A¥

Respuesta:V FFVV
4) Responda verdadero o falso

A. (abcd)®® e{¢, ab, cd}
B. (abc)®ef{a, bc}™

C. (abcd)®® e {ab, cd}*

D. (abc)?® e { ¢, a, bc}*®
E. (ab)'®e{¢,a b}’
F. &e{a ab}’

Respuestas: A)V, B)F, C)F, D)V, E)V, F) F
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2.6 Miscelanea de ejercicios

1) SeanA={¢&,a, bc}yB={a, bc}lenguajes. Responda verdadero
o falso a las siguientes proposiciones.

a) (bc)a(bc)’a e B’
b) a(bc)’a’ B’

c) (bc)a(be)'® e B*
d) a°(bc)°acB"

e) a’(bc)’ae A*

f) a’bca®eB”

g) chce A
hy ceA
i) c€eA’
i) e€eB”
k) ¢eB”

2) Sean A, By C lenguajes sobre algun alfabeto . Demostrar que
son falsas las siguientes proposiciones.
a) |AB|=|A[|B|

by A —{s}=A"
o |[A"HA
d) A(B-C)=AB-AC

3) Resuelva las siguientes expresiones y exprese el resultado por
comprension.

a) {a}{b}’
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b) {a}*{e,ab}®
) {a}{ec} *{cc}
d) {ab}{e cc}*fa}

2.7 Demostraciones

En esta seccidn, se tratara con propiedades de los lenguajes, en cuya
demostracién se pueden utilizar uno o mds de los siguientes pasos
permitidos

1) weM ow eM'
2) weM ow' eM'
3) weM' ow' eM

) weM' ow' e¢M

Para demostrar la igualdad de dos expresiones cuyo resultado es un
lenguaje, se puede seguir el siguiente procedimiento:

1. Setoma una palabra cualquiera w de la expresién de la izquierda
del signo igual y se demuestra que también pertenece a la
expresion de la derecha de dicho signo.

2. Del paso anterior se concluye que la expresion de la izquierda
del signo igual es un subconjunto de la expresién de la derecha
de este signo.

3. Se toma una palabra cualquiera w de la expresién de la derecha
del signo igual y se demuestra que también pertenece a la
expresion de la izquierda del dicho signo.

4. Del paso anterior se concluye que la expresion de la derecha del
signo igual es un subconjunto de la expresién de la izquierda de
este sigho.

5. De los pasos 2 y 4, se concluye que los lenguajes son iguales.
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Sigue un ejemplo
Demuestre la siguiente propiedad.
Sea A un lenguaje sobre algun alfabeto X, entonces, (Z)' =A

Demostracion:

i. Sea w una palabra cualquiera de la expresién de la izquierda del
signo igual, es decirw € (A)!. Ahora bien,w € (A)! > w/ € 4 -
w! ¢ A—> weg A > w e Al luego (A)! c AT

ii. Sea w una palabra cualquiera de la expresidon de la derecha del
signo igual, es decirw € Al. Ahora bien, w € Al > weg Al -
wl g A->wl e d-we (A) luego AT < (A)'

Dei ii, (A) = AT
Ejercicios con respuestas
1) Complete

w' ¢ AUB— —
we (A)' Awe (B)'

Respuesta: w' eﬂ/\w' eEE

2) En la siguiente inferencia se ha suprimido el paso intermedio.
Complete este paso sobre la raya.

wle AnB - -
we (A Awe B!

Respuesta: w! € AANW! € B
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3) Sean A, B y C Lenguajes cualesquiera, determine si las siguientes
implicaciones son correctas o no.

A a)XgANB—oxgAAxgB
B. b)xeAnB—o>xeAnBvxeAnC

c. ¢)xgANnBC —>xeANnBC
D. d) xgAuB—o>xgAvxegB

E e XeAnBACcANB—xeC

Respuestas: A)F, B)V, C)V, D)F, E)F

4) Sea w una palabra y A y B lenguajes. La expresion W e Al -B
implica una de las siguientes conclusiones. ¢Cudl es esta conclusién?

A weAl AweB
B. weAl AwgB
c. weA AweB
D. weA-B
E. weAl -B

Respuesta: B

5) Demuestre que las siguientes propiedades son falsas:

a) SeaAunlenguaje, entonces ANA ' =¢

b) Sean Ay B lenguajes, entonces [AB[ = [A] + |B]

c) Seanw,x, yy zpalabras, entonces (wxyz) P=w'x! yI z'
Respuestas

a) Contraejemplo A={a}

{a}fa}' =¢
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{aj{aj=¢
{aj=¢

F

b) Contraejemplo A={a}, B={a}
l{a}a}| = [{a}] + [{a}]

[{aa}| =1+1

1=2

F

c) Contraejemplo w=a, x=b, y=c, z=d
(abed)' =a'b'c'd’

dcba=abad

F

Ejercicios.

6) Sean A, B, C lenguajes y w y x palabras, ¢Cuales de los siguientes
pasos son correctos y cudles no?

we(AUBUC) ->w' e AUBUC
b) w' e (AUB)-C »>we(AUB)' -C
) weAu(B-C)' »w' e AU(B-C)'
d) (wWx)' ¢ A—>wx g (A)'

7) Sean A,By Clenguajes sobre un alfabeto X, demostrar:

(A)' =A
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8) Demuestre la siguiente propiedad

Sean A y B lenguajes sobre algun alfabeto X , entonces,

(AUB)' =A' UB'

2.8 Proyecto de exploracion

En este punto, se propone un proyecto que consiste en investigar
sobre diversos lenguajes de programacion, para obtener asi un
concepto mas general de lo que es un lenguaje de este tipo. Esta
comprension permitird facilitar la comprensidon de los siguientes
temas. Segun la informacion suministrada por lo estudiantes que han
realizado este proyecto, el tiempo que se requiere para desarrollarlo
es de alrededor de 5 horas.

2.8.1 Instrucciones

Como mecanica para desarrollar el proyecto se propone diligenciar la
siguiente plantilla. La plantilla consta de varios titulos con las
correspondientes indicaciones sobre lo que hay que escribir a
continuacién de cada uno de ellos. En muchos casos se solicita solo
un ejemplo de una instruccidon en algun lenguaje de programacion,
no las explicaciones sobre cédmo funcionan las instrucciones, las
cuales estan disponibles ampliamente en Internet.

El procedimiento para diligenciar la plantilla consiste en agregar el
contenido solicitado en cada seccidon y posteriormente borrar las
indicaciones correspondientes, que se encuentran entre corchetes.

2.8.2 Plantilla

1) Introduccion

[Una introduccién a esta fase del proyecto]
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2) Impresion de comillas en lenguaje Python

[Escriba la instruccion Python para imprimir en la consola una
cadena que tenga dentro de ella comillas dobles, por ejemplo la
cadena: Juan dijo “Chao” y se fue.]

3)  Extraccion de elementos de una lista en lenguaje Python.

[Escriba una sola instruccién Python que permita extraer los
elementos segundo a cuarto de una lista Python de 6 elementos.]

4) for en lenguaje Python

[Incluya aqui un ejemplo de cddigo en lenguaje Python que imprima
cada uno de los elementos de una lista Python de cadenas y la
longitud de cada una de las cadenas]

5)  Ejemplo de una lista en lenguaje Lisp

[Escriba la lista Lisp que evalUa la expresién 2*3- (4+6)]

6) Operadores relacionales del lenguaje Visual Basic

[Escriba los operadores]

7)  Ejemplo de Sentencia If...Then ... Else ... en lenguaje Visual
Basic

[De un ejemplo de la sentencial

8) Ejemplo de regla en lenguaje Prolog.

[Escriba el ejemplo]
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9) Ejemplo de una instruccion SELECT que utilice la cldusula
GROUP BY en lenguaje SQL

[De un ejemplo de la instruccidon]

10) Ejemplo de una sentencia for en lenguaje PHP

[De un ejemplo de la instruccion]

11) Ejemplo de una instruccion de asignaciéon en lenguaje
Pascal.

[De un ejemplo de la instruccidn. Nota: Pascal también es conocido
como Delphi]

12) Ejemplo de sentencia DIVIDE en lenguaje Cobol.

[De un ejemplo de la instruccidn]

13) Ejemplo de hallar la inversa de una matriz en MatLab
[Escriba las instrucciones MatLab necesarias parar hallar la inversa

1 2 3
de la siguiente matriz: [ 4 5 6|]
7 8 9

14) Ejemplo de un comando whenever en lenguaje Urbi.

[De un ejemplo del comando]
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15) Paralelismo en lenguaje Urbi

[Complete la siguiente tabla con los cuatro separadores de comando
en Urbi, y para que se usa cada uno de ellos]

Separador | Uso

16) Observacionesy comentarios

[Esta seccidn es opcional, por si desea agregar algo no solicitado en
los otros puntos]

17) Conclusiones

[Escriba alrededor de tres conclusiones de esta fase del proyecto]
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3. Lenguajes regulares

La teoria de este capitulo se utiliza para especificar las reglas que
deben cumplir los tokens de un lenguaje de programacién. Los token
son las palabras con las que escribimos los programas de
computador, como por ejemplo nimeros enteros, nimeros reales,
variables y operadores.

El estudio de los lenguajes formales es muy complejo, por lo que es
buena estrategia comenzar el estudio por una parte de ellos, los
lenguajes regulares.

Lo dicho anteriormente concuerda con el hecho de que el conjunto
de todos los lenguajes no es numerable, mientras que el de los
lenguajes regulares si lo es. Un conjunto es numerable si sus
elementos se pueden poner en correspondencia uno a uno con el
conjunto de los nimeros naturales.

En otras palabras, aunque el conjunto de todos los lenguajes y el de
los lenguajes regulares son infinitos, el primero es mds grande.
Recordemos que en matematicas, los infinitos vienen en varios
tamafios. Los conjuntos numerables son conjuntos infinitos del
tamafio de los nimeros naturales.

3.1 Lenguaje regular

Los lenguajes regulares sobre un alfabeto se obtienen a partir de
unas reglas muy precisas. A continuacion se incluyen las reglas y
algunos lenguajes regulares sobre X ={a,b} obtenidos con las

reglas.
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1. Vacioy el lenguaje conformado por la palabra vacia son lenguajes
regulares.

a) ¢
b) {e}

2. Los lenguajes formados por una sola palabra de un solo simbolo
son regulares.

c) f{a}
d) {b}
3. Los lenguajes que resultan de unir dos lenguajes regulares son
regulares.
e) {a,b} que es la unidondec)yd)
f) {&,b} que es la unién de b) y d)
g) {&,a, b} qgue es la uniéon de b) y e)

4. Los lenguajes que resultan de concatenar dos lenguajes regulares
son regulares.
h) {a, aa, ba} que es la concatenacién de g) y c)
i) {a,ab, b, bb} que eslaconcatenacién dee)y f)

5. Los lenguajes que resultan de realizar una cerradura de estrella a
un lenguaje regular son regulares.

i) {e,aa*a’..}queeslacerradura de estrella de c)

k) {e,b,b% b’,..}que eslacerradura de estrella de d)

Podemos seguir uniendo, concatenando o aplicando cerradura de
estrella para obtener mas leguajes regulares:

) {e,b,b%..aab’ ab’..a%h,a’h*..} que es la

concatenacion de j) y k).
Por lo tanto hay infinitos lenguajes regulares sobre {a, b}

Hay lenguajes que no son regulares, no se pueden obtener con los

mecanismos descritos, por ejemplo {a'b' |i >0}. El lenguaje I) es lo
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que mas nos podemos acercar a {a'b' |i >0}, pero en este lenguaje

el nimero de aes puede ser diferente del nUmero de bes.
Definicion

[KELLEY] Sea X un alfabeto, Los lenguajes regulares sobre X son los
indicados por las siguientes reglas.

1. ¢ y {&}son lenguajes regulares

Paratodo a € X, {a} es un lenguaje regular.
Si A y B son lenguajes regulares sobre X, entonces, AUB vy
A- Btambién son lenguajes regulares sobre X .

4. Si A es un lenguaje regular sobre %, entonces A" también es un
lenguaje regular sobre X
5. Ningun otro lenguaje es un lenguajes regular sobre X .

Demostrar que un lenguaje es regular

Para demostrar que un lenguaje dado es regular sobre un alfabeto
dado tenemos dos procedimientos.

1. Podemos hacer la lista de los lenguajes regulares sobre el
alfabeto hasta llegar al lenguaje dado.

2. Podemos expresar el lenguaje en términos de uniones,
concatenaciones o cerraduras de estrellas de lenguajes unitarios.

Usaremos el método 2, por ser mds practico. Siguen dos ejemplos:

1) Demuestre que A = { &, bb, a } sobre { a, b } es un lenguaje
regular.

Solucion:

{e,bb,a} = {eu{bb}U{a} = {eJU{b}{b}U{a}. Esta ultima
expresion solo tiene operaciones permitidas: unidn y concatenacion.
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Ademads, todos los lenguajes que componen esta expresién son
unitarios. Por tanto, el lenguaje dado es un lenguaje regular.

2) Demuestre que A={cd (ab)' |i > O}es un lenguaje regular
Solucion:

{cd(ab)!|i = 0} = {cd(ab)®,cd(ab)?,cd(ab)?, ... } =

{cd}{(ab)°, (ab)*,d(ab)?, ... } = {c}d}{ab}" = {cHdHa}{b}"y de

nuevo llegamos a una expresion conformada de conjuntos unitarios
y de solo operaciones validas.

Ejercicios

Demostrar que los siguientes lenguajes son regulares.

1) A={(ab)iaj [1>0, >0}

2) A:{a2i |1>2}

3) A={w | toda b de w esta precedida por una a } sobre {a, b}

4) A={w | wcomienzaporaoporb}sobre{a,b,c}

5) A={w | wcomienza pora,boc}sobre{a,b,c d}. Sugerencia:
adapte la respuesta del f)

6) { w | w es un identificador de un lenguaje de programacion }
sobre el alfabeto conformado por todos los caracteres de la tabla
ASCIl.  Asuma que los identificadores de este lenguaje deben
comenzar por letra o simbolo de subrayado. Luego siguen cero o
mas letras, digitos o simbolos de subrayado.

7) A={w | wesun entero sin signo }

48



Ejercicios con respuestas

8) Demuestre que los siguientes lenguajes son regulares,
encontrando la expresion correspondiente:

a) {ai |1>4}

b) El lenguaje de todas las cadenas que tienen al menos dos ceros
consecutivos sobre el alfabeto {0,1}

c) El conjunto de todos los identificadores del lenguaje de
programacién C. Suponga que un identificador C es una
secuencia de 1 a 32 letras, nimeros o caracteres de subrayado
(1), pero comenzando siempre por letra o por el caracter de
subrayado.

d) Ellenguaje de todas las palabras conformadas por una o mas aes
seguidas de cero o mds grupos ab.

e) Ellenguaje de todas las palabras conformadas por una a seguida
de bes o por una b seguida de aes.

f) El lenguaje sobre el alfabeto {a, b, c} de todas las palabras que
no tienen a.

g) El lenguaje sobre el alfabeto {a, b} de todas las palabras que no
contienen la subcadena aa ni la subcadena bb.

h) El lenguaje sobre el alfabeto {a, b} de todas las palabras que no
contienen la subcadena aaa.

i) El lenguaje sobre el alfabeto {a, b, c} de todas las palabras que
no tienen a ab ni a aa por subcadena.

i) El lenguaje sobre el alfabeto {a, b, c} de todas las palabras que
no comienzan con ab

Respuestas

a)

{a¥{a}
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b) {0+ u{l) {OHO) T} 4B
o {AB,C,.Zabec,.z HABC,..,Zab,c,..z012..9 ,

d) {aHa} {aHb})’

e) {aHb} u{bHa}

f) {oro{c})’

g {ero{bh{aHo}) {}Aa})

h) ({e}o{a}{aH{a})({b} o {oHa} {o}Ha}Ha})
i) ({pro{c}AaHch) *({e}1al)

) {eyo{aro{aHa cHab,ct w{b,cHab,c}*

9) Sea A el lenguaje de las palabras que comienzan por a y terminan
en b sobre el alfabeto { a, b }. Demuestre que A es un lenguaje
regular.

Respuesta: A es regular ya que A={a}({a} U {b})*{b}

10) Sea A={(ab)® |i > 0}un lenguaje sobre el alfabeto = ={a,b}.

Demuestre que A es un lenguaje regular.
Respuesta: A={abab}’

11) Sea A el lenguaje de las palabras conformadas de una secuencia
aes seguida de una secuencia de bes. Hay al menos dos aes y el
numero de bes es par. A es un lenguaje regular, porque:

A. A={aa} {bb}
B. A={a'b?1|i>2j>0}

c. A={a} {a}{a}Hpb}
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D. A={a} {b}{bo}
E. A={ay {pb}

Respuesta: C

12) Responda Verdadero o Falso a las siguientes igualdades de
lenguajes sobre el alfabeto dado:

a) ~={ab,c}

{abbb,bcab} = ({aHb} w{bHchH({b}{ah{}
b) X={a}

{a” |i>0p={a}{a} {a} -
o x={ab,c}

{w|w NO comienza por a}=

= ({0} A{ch{a} o{or uAch) -
d T={ab}

{w|w NO comienza por aa}=

{eyo{ayu{rda o)) v oy
e) x={ab,c}

{w|aab es una subcadena de w}=

({a} v {pyA{c}) {aHaHbr{a} o {o} u{c}) -
fy Z={ab}

{w|w tiene al menos una a}=

{o} {a}{a} b} -
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g) X={ab,c}

{w|ba NO es una subcadena de w}=
{a} ({pr{cHaY)

hy X={ab}

{w|w comienza por ab y termina en aa}=

({a}u{bh{ar {o}) {a}w{a})

Respuestas:a)F, b)F, c)F, d)V, e)V, f)V, gV, h)F

3.2 Expresion Regular

En la seccion anterior, vimos una forma de representar un lenguaje
es regular. Lo representdbamos en términos de lenguajes unitarios y
solamente con las operaciones unidn, interseccién y cerradura de
estrella.

Una manera mas sencilla de representar a los lenguajes regulares,
consiste en suprimir las llaves. Consideremos por ejemplo el lenguaje

{ayuf{b){ayu{b}u{c})". Si suprimimos los corchetes a esta

expresion queda (awb)(awbwc)’. Esta dltima expresion es una

expresion regular y es una forma mas corta y agil de representar los
lenguajes regulares.

Definicion

[KELLEY] Sea X un alfabeto. Las expresiones regulares sobre X estan
definidas por las siguientes reglas.

1. @y € son expresiones regulares sobre X .

2. Paratodo a € X, a es una expresion regular sobre X
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3. Siry s son expresiones regulares sobre X, entonces, I USy
I - Stambién lo son.

4. Sir es una expresidon regular sobre X, entonces, I’ también lo
es.

5. Ninguna otra secuencia de simbolos es una expresidon regular
sobre 2.

Para denotar el lenguaje representado por una expresidn regular r,
usaremos L(r), por ejemplo: L(a’b) ={a} {b}.

Con unas convenciones adicionales, ya tenemos una forma breve de
representar los tokens validos en un lenguaje de programacién. La
convenciones son las siguientes:

L=
AuBuUCuU..uUZuaubucu..uzuauéuiuodul

D=0ulu2uU..U9.

Asi, los enteros en un lenguaje de programacién pueden ser
representados por la sencilla expresion DD*, como se puede apreciar
en el siguiente razonamiento.

El lenguaje de los numeros enteros es el siguiente:
foju{1ju{2lu..u{9h{otu{1tu{2}tu..u{9DH*
Suprimiendo las llaves queda:
(bultuvu2vUu..Uu9)(OuUulu2uU..Uu9"

Y, finalmente, aplicando la convencion D =0U1U2U3U..U9
tenemos:

DD~
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Ejercicios

Especifique los siguientes lenguajes.

1)

2)

3)

4)

5)

El lenguaje de los enteros con signo de un lenguaje de
programacion.

El lenguaje de los identificadores de algun lenguaje de
programacion. Suponga que los identificadores de este lenguaje
se conforman de solo letras y tienen al menos una letra.

El lenguaje de los identificadores de algin lenguaje de
programacion. Los identificadores son los nombres de las
variables, funciones, métodos y clases de los lenguajes de
programacién. Suponga que los identificadores del lenguaje se
conforman de letras, digitos, signo de pesos y rayas bajas, pero
comenzando por letra, sigho de pesos o raya baja.

El lenguaje de los identificadores de algun lenguaje de
programacion. Suponga que los identificadores de este lenguaje
se conforman de un signo de pesos, seguido de una letra, seguida
de cero o mas letras o digitos.

Los identificadores de algun lenguaje de programacion estdn

especificados por la expresion regular LDD". De tres ejemplos
de identificadores de este lenguaje.

Ejercicios con respuestas

6)

Los identificadores de cierto lenguaje de programacion estan
dados por la siguiente expresion regular:

$L(LD U $)*

Nota: L representa cualquier letra mayuscula o mindscula. D
representa un digito: 0,1, 2, 3,4,5,6,7,8,9

Responda Vo F.
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SABS5CS es un identificador vélido
SA es un identificador valido

$S es un identificador vélido
SbSAS es un identificador valido

A_S es un identificador valido

Respuesta: FVFVF

7) Los identificadores de cierto lenguaje de programacion estan
dados por la siguiente expresion regular:

L(LuDL)"

Nota: L representa cualquier letra mayuscula o mindscula. D
representa un digito: 0,1, 2, 3,4,5,6,7,8,9

Responda V o F.

A5BC5BC es un identificador valido
A5B es un identificador vélido

A7 es un identificador vélido

A es un identificador valido

5B es un identificador valido

Respuesta: VVFVF
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8) Los identificadores de cierto lenguaje de programacion estan
dados por la siguiente expresion regular:

LLLDD

Nota: L representa cualquier letra mayuscula o mindscula. D
representa un digito: 0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9

Responda Vo F.

ABC125 es un identificador vélido
AB es un identificador valido
ABC es un identificador valido
ABC1 es un identificador vélido

5ABC es un identificador valido

Respuesta: VFFVF

9) Los identificadores de cierto lenguaje de programacion estan
dados por la siguiente expresion regular:

LLDD(LL U DD)”

Nota: L representa cualquier letra mayuscula o mindscula. D
representa un digito: 0,1, 2, 3,4,5,6,7,8,9

Responda Vo F.

A es un identificador valido

A_2 es un identificador valido
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AA23A es un identificador valido
AA24CC es un identificador valido

AA2325AA26 es un identificador valido

Respuesta: FFFVV

10) Los identificadores de cierto lenguaje de programacién estan
dados por la siguiente expresion regular:

$LD(LuUDL)”

Nota: L representa cualquier letra mayuscula o mindscula. D
representa un digito: 0,1, 2, 3,4,5,6,7,8,9

Responda V o F.

$A5 es un identificador valido

$A es un identificador vélido

$A5B es un identificador valido
$A55AAS5C es un identificador valido

$A33 es un identificador valido

Respuesta: VFVVF
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Propiedades de las expresiones regulares

Muchas de las siguientes propiedades son propiedades son
propiedades sencillas de los conjuntos y de los lenguajes, llevadas a la
notacion de las expresiones regulares.

Seanr, sy t expresiones regulares, entonces:

1. rus=sur

2. rug=r
3. gur=r
4. rur=r

5. (rus)ut=ru(sut)

6. re=r
7. &=r
8. r¢g=¢
9. pr=¢

10. (rs)t = r(st)
11. r(sut)=rsurt

12. (rus)t=rtust
13.r =r
14. r =r'r

15. 1 = (gur)’

16. r =r (rue)
17. r =(rug)r’

18. r ' =gurr’
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19. (rus) =(r'us’)’
20. (rus) =(r's’)’

21. (rus) =(r's)’r’
22. (rus) =r(sr)’
23. r(sr) = (rs)’r

24. (r's) =euU(rus)’s
25. (rs’) =gur(rus)’

26. sr =s(rue) (rug)us

* *

27. " =r'r
28. ¢ =¢
29. ¢ =¢

30. eur =r’
31. rue=r"

Las anteriores propiedades se pueden usar para demostrar
igualdades entre expresiones regulares. Como es tipico en
matematicas, para realizar este tipo de demostracion, se parte de un
lado cualquiera de la igualdad y, mediante pasos rigurosos, se debe
llegar al otro lado. Sigue un ejemplo.

Demostrar la siguiente igualdad:
(aub)’(aub)aua=(aub)a

Demostracion:

Por lo general es conveniente partir del lado mas complejo.

(aub)*(aub)ava =
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[(@ub)(aub)Ucela= Propiedad 12

[eU(aub)(aUb)la= Propiedad 1
[eU(aUb)(@aUb)la= Propiedad 27
(aub)a Propiedad 18

Ejercicios con respuestas

11) Responda Verdadero o falso

a) (aueg)(@buc) uaue)(abuc) (abuc) =
(aueg)(cuab) e u(abuc)]

b) c(suaa) U(ewaa)'b=(suaa) (cub)

c) (aubbuab) (aubbuab)” =(awabubb)
d) (aubb) (@aubb)ue=(aubb)*

e) su(auba)(auwab)’ =(auba)

f) (ab’auc)[bc’a(ab’auc)] =
[(ab"awc)bca] (ab"awc)

g) (aca” ubc’) (aca” ubc’) =

(aca” ubc™)(aca” ubc”)”

h) (ab”wc’) =(abuc)”

Respuestasa)V, b)F, c)V, d)V, e)F, f)V, g)V, h)F

12) Una de las siguientes expresiones regulares es igual a (a U bc)*.
¢Cual es esta expresion?

A. a*uU(bo)*

B. a*ub*c”
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C. eUauUbc(auUbc)*
D. (aUbc)(aUbcUe)

E. a"(bo)*

Respuesta: D

13) Una de las siguientes expresiones regulares es igual a a(ab* U ¢)*.
¢Cual es esta expresion?

A. (aab* U ac)*

B. a(abuUc)

C. a(b*auc)*

D. a(ab*Uc)*Ueg

E. a(ab™)*[c(ab™)]"
Respuesta: E

14) Una de las siguientes expresiones regulares es igual a [a"(bc) T .

¢Cudl es esta expresion?

A (@) (o))

B. (abc)”
c. (aubc)
D. (auch)

E. [(@)’cT

Respuesta: C

15) Una de las siguientes expresiones regulares es igual a

(cuab’)’(cuab’)bb. ¢Cual es esta expresion?
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A. bb(cuab’)’(cuab”)
B. (cuab’)(cuab’)’bb
C. (cuab’)’(cuab’)

D. (cuab’)’(cuab’bb)
E. (cuab’)(cuab)bb

Respuesta: B

16) Una de las siguientes expresiones regulares es igual a

[(¢uaa’ )b’ ] . iCules esta expresion?

A. (ab)’
B. (aub)
c. (ba)’
D. a ub
E. (aab)’

Respuesta: B

17) Una de las siguientes expresiones regulares es igual a

[(ab)(cd)]" (ab). éCual es esta expresion?
A [(ab)(cd)(@b)]"
B. euwabcd(abed)”
c. (ab)"(cd)"(ab)”
D. (ab)[(cd)(@b)]"
E. euU[(ab)(cd)] (ab)
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Respuesta: D

18) Una de las siguientes expresiones regulares es igual a
au(ab)(ab) a. ¢Cudl es esta expresion?

A a[eu(ab)(ab)’]
B. au(ba)(ba) a
C. au(ab)aba
D. a(ba)’

E. (ab)(ab)” waa

Respuesta: D

19) Una de las siguientes expresiones regulares es igual a

[a"(sUb)']". iCual es esta expresion?

A ab’

B. (aub)

c. (ab)’

D. a ub’

E a”(cub)”

Respuesta: B

Ejercicios

Demuestre las igualdades de los siguientes ejercicios.
20) (ab)(ab)” = (ab) ab(abu &)

21) [(ewa)a] =a

22) au(ab’)(ab) a=a(b'a)”
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23) [(@'b’)"(b'a) ] =(auwb)

24) b(abwac) = (bawba)(bwc)

25) (aa) a=a(aa)”

26) (aub)(swaa) (¢ waa)u(aub) = (aub)aa)’
27) 4" ua  Ub U(aub) =b" U(aub)’

28) [b(ab)'T = (b uba) bue

29) ava =a’

30) [a(ba) ] (ab) aw e = (a(ba)’)”

Deduzca la siguiente propiedad de las propiedades 1 a 29.

31) eur =r’

Errores tipicos

A continuacidn se presenta una lista de los errores mas frecuentes en
el proceso de demostracién de igualdad de expresiones regulares.

1. abucb=Db(awc)es un error. Segun la propiedad 12, la parte

comun debe quedar al lado derecho, lo correcto es
abucb=(awc)b

2. abubc=Db(awc)es un error. Para aplicar la propiedad 11 o la

12, se requiere que la parte que se va a ‘factorizar’ esté al mismo
lado en ambos ‘términos’.

3. abuda =acuhd es un error. Para aplicar la propiedad 1, se
deben conmutar las dos expresiones que se estdn uniendo. Lo
correctoes: ab U cd = cd U ab
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guaab=abes un error. En cambio, es correcto: (¢ U
aa*)b = a*h. Lo que estd entre paréntesis si tiene la forma

general de la propiedad 18.

ab’c =ach”es un error. No existe la propiedad conmutativa de

la concatenacion.

a b =ab es un error, es una aplicacién incorrectade r r =rr

Sies correcto a*a = aa”
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4. Automatas finitos

Los autdomatas finitos también se denominan maquinas de estados
finitos.  Los autdmatas finitos son otra forma de representar a los
lenguajes regulares. La primera forma ya tratada en este texto son
las expresiones regulares. En consecuencia, los autdomatas finitos
también se usan para representar los tokens de un lenguaje de
programacion.

Los autématas finitos son una forma de modelar en la que
consideramos a los objetos como maquinas que pueden pasar por
varios estados. Siguen ejemplos.

1. Podemos ver un semaforo como una maquina que puede pasar
por los estados rojo, verde y amarillo.

2. Podemos ver una silla como una mdquina que pueden pasar por
los estados desocupada, ocupada, destruida.

3. Podemos ver a una persona como una maquina que puede pasar
por los estados soltero, casado, viudo, divorciado.

4. Un articulo en un almacén puede pasar por los estados: en
exhibicién, separado, vendido, dado de baja.

La maquina en cuestion puede ser representada graficamente por un
diagrama denominado diagrama de transicién, como el del siguiente
ejemplo.
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___——Abono-—____

_ I“ . - Vencimiento - 5{\']:“';.[](}
| exhibicion _.'---:._______"‘ de plazo — L J
AN Pago |
Orden de dar o
de baja _ . 2
. ~, n-
| Devolucion .

‘ Dado de baja

1 Vendido ‘

e vy b o

Cada nodo representa un estado: En exhibicion, Separado, Vendido,
Dado de baja.

Cada arista representa una transicion, lo que se necesita para el
cambio de estado. En la figura, las transiciones son: Abono,
Vencimiento de plazo, Pago, Pago, Devolucion, Orden de dar de baja.

El estado En exhibicion en este autémata es el estado inicial. El
estado inicial va sefialado con una flecha.

4.1 Automata finito determinista

En Teoria de Autématas y Lenguajes Formales, podemos usar un
autémata finito como una maquina que acepta o rechaza palabras,
por ejemplo:
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»
t.a,\b A\—'fz;?

En el autémata de la figura tenemos lo siguiente:

_J

o Los estados son qg, 91, 02, 93 Y Ja-
o El estado inicial el go.

o Los estados finales o de aceptacidn son g, y qa.

o Hay diez transiciones.

Para simplificar el diagrama, se usa una sola flecha con las dos letras
en lugar de dos flechas con una letra cada una.

Un autdmata finito determinista, abreviadamente AFD, acepta las
palabras que correspondan a una ruta que comience en el estado
inicial y termine en un estado final. El autdmata rechaza cualquier
otra palabra. Asi, en el autémata del ejemplo, tenemos lo siguiente:

Palabra Ruta correspondiente a la éla palabra es
palabra aceptada?

ab 9o = 1~ 92 Si

bab o 2 qa 2 qa 2 G4 Si

aabb Qo> G2 922932 Gs No

a qy = 4 No

Ejercicio

1) Complete la siguiente tabla, de acuerdo con el automata del

ejemplo anterior.
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éEstado
Palabra Llega a: ] ¢Aceptada?
final?
bb
aba
aab
a100
a’ba’b’

Restriccion de los autématas finitos deterministas.

Los autématas finitos deterministas cumplen con la restriccion de
gue de cada estado sale una transicién por cada simbolo del alfabeto.
En el ejemplo, el alfabeto es X ={a,b}y de cada estado sale una
transicién con a y una transiciéon con b. No importa el nimero de
transiciones que lleguen al estado, la restriccion solo se refiere las
transiciones que salen.

Lenguaje aceptado por un autémata finito determinista

El lenguaje aceptado por un autémata finito determinista es el
lenguaje de todas las palabras aceptadas por el autdomata.
Formalmente:

Sea M un autémata finito determinista con alfabeto de entrada
X, se define el lenguaje aceptado por M, notado como L(M),
como {w € X*|w es una palabra aceptada por M}

Por ejemplo, el siguiente autémata acepta el lenguaje (aLb) aa
sobre {a, b}:

70



Ejercicios
1) Elabore diagramas de transicion de AFD que acepten los
siguientes lenguajes.
a) (awb) aa sobre {a,b}
b) (ab)"a sobre {a,b}
c) a’bba” sobre {a,b}
d) (aba)” sobre {a,b}
e) {w | wtiene al menos dos aes } sobre{a, b}
f) {w | wtiene a abc por subcadena } sobre{a, b, c}

g) {w | wtiene un nimero par de simbolos } sobre {a, b, c }
h) {w | wno tiene a ab por subcadena } sobre {a, b }

i) ab
Ejercicios con respuestas

2) Elabore un diagrama de transicion de un AFD para el siguiente

lenguaje.

{w | wcomienza por ay terminaen bba} sobre{a, b}

Respuesta:
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3) ¢éCudl es el lenguaje aceptado por el siguiente Autdomata finito
determinista?.

{w | wcomienza porab }sobre{a, b}

{w | wcomienza por a o comienza por b } sobre {a, b}

{w | wno comienza pora }sobre{a, b}

{w | wtiene a ab por subcadena }sobre{a, b}

{w | wtiene al menos una ay tiene al menos una b} sobre {a, b}

mooOw>P

Respuesta: E
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4) Elabore un diagrama de transicion de un AFD para el siguiente
lenguaje.

{w | wtiene a baab por subcadena } sobre{a, b}

Respuesta:

5) ¢éCudl es el lenguaje aceptado por el siguiente Autdmata finito
determinista?

a,b

{w | wcomienza por by terminaena }sobre{a, b}

{w | w comienza por b y tiene al menos una a}sobre {a, b}
{w | wcomienza por ba } sobre {a, b }

{w | wno comienza pora }sobre{a, b}

{bHb} {a}{a}" sobre{a,b}

m OO0 ®>

Respuesta: A
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6) Elabore el diagrama de transicion de un AFD para los siguientes
lenguajes sobre el alfabeto {a,b}

a) L={w | aa NO es una subcadena de W y bb NO es una subcadena
de W}

b) L={w | ab NO es una subcadena de W y ba NO es una subcadena
de W}

c) El lenguaje de las palabras que tienen a abb o a bba por

subcadena.
Respuestas
a)
©
a a
v bJ a\j a,b
[ NP%4
©
b)
a_so ab
_®b< ®>§ el
b
c)



4.1.1 Automatas equivalentes

Diferentes autdmatas pueden representar el mismo lenguaje. En
este caso, decimos que los autdmatas son equivalentes. Por ejemplo,
los autématas siguientes son equivalentes, ya que ambos

representan el lenguaje a .

J 0%

4.1.2 Aplicaciones de los automatas finitos deterministas

Mediante autdmatas finitos deterministas, podemos representar las
reglas para construir los tokens de un lenguaje de programacion. En
otras palabras, podemos especificar los aspectos léxicos del lenguaje.

Por ejemplo, el siguiente autdmata cuyo lenguaje de entrada es la
tabla de caracteres ASCII, representa los numeros enteros de un
lenguaje de programacion.

Cualquier otro

Cualquier otro simbolo

simbolo

Cualquier simbolo ASCII
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Note por ejemplo que la ruta correspondiente al entero 79245
finaliza en un estado de aceptacién.

Por sencillez, se acostumbra utilizar unas convenciones muy

naturales:
Forma Lista de simbolos del alfabeto
abreviada
D 0,1,2,3,4,56,7,8,9
L ab,c..,zABC,..,7234561i6,uAETIlLO0,U
CS. Cualquiera de los 256 simbolos de la tabla ASCII
C.0.S. Cualquiera de los 256 simbolos de la tabla ASCIlI que
aparezcan en otras transiciones que salgan del estado
en cuestion

Utilizando las convenciones anteriores, el diagrama de transicién del
anterior autdmata queda mas sencillo:

Ejercicios
Elabore AFD para los siguientes lenguajes.

1) Los identificadores de un lenguaje de programacion. Suponga
que los identificadores deben comenzar por letra o simbolo de
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2)
3)
4)
5)

6)

7)

subrayado, después de lo cual puede seguir cero o mas letras,
digitos o simbolos de subrayado.

Los operadores relacionales

Los numeros reales en notacién normal

Un lenguaje que incluye a la vez los numeros enteros y los
numeros reales en notacion normal.

Las cadenas de caracteres Java. Tenga en cuenta que después de
backslash solo puede ir por ejemplo: t,r, n, "y \.

A la vez, los enteros, los identificadores y los operadores
aritméticos. Puede obviar dibujar el pozo de rechazo.

A la vez, los operadores relacionales; los operadores aritméticos
+,-, ¥y /; y el operador de asignacion =.

Ejercicios con respuestas

8)

mo o wr

Mediante un autémata finito determinista podemos representar
las reglas para construir uno de los siguientes elementos de un
lenguaje de programacién. Sefiale el elemento (Sefiale solo
uno).

Una sentencia for

Una sentencia if

Una operador légico

Una condicidn o expresion booleana.

Una expresion algebraica

Respuesta: C

9)

Mediante un autémata finito determinista podemos representar
las reglas para construir uno de los siguientes elementos de un
lenguaje de programacion.

Una sentencia while

Una sentencia if
Una sentencia for
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D. Un operador relacional

E.

Una expresion algebraica

Respuesta: D

10) Mediante un autdmata finito determinista podemos representar

m o O w >

las reglas para construir uno de los siguientes elementos de un
lenguaje de programacion. Sefiale el elemento (Sefiale solo
uno).

Una sentencia for

Una sentencia if

Una sentencia switch - case

Una condicién o expresién booleana.

Un identificador

Respuesta: E

11) Mediante un autdmata finito determinista podemos representar

moonwpr

las reglas para construir uno de los siguientes elementos de un
lenguaje de programacion.

Un bucle while de Java

Una instruccion if

Un numero real

La definicién de una clase
Una sentencia de asignacion

Respuesta: C

12) El autdmata de la figura especifica los identificadores de un

supuesto lenguaje de programacion.
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{3

Nota: L representa cualquier letra mayuscula o mindscula. D
representa un digito: 0, 1, 2, 3,4,5,6, 7, 8, 9.

Responda Vo F.

A5AB6AB7 es un identificador valido
A es un identificador vélido

A6 es un identificador vélido

A65 es un identificador valido

A7FF8 es un identificador valido

Respuesta: VFV FV

13) El autdmata de la figura especifica los identificadores de un
supuesto lenguaje de programacion.

L L
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Nota: L representa cualquier letra mayudscula o mindscula. D
representa un digito: 0, 1, 2, 3,4,5,6, 7, 8, 9.

RespondaVoF.

ABCS5CS5 es un identificador valido
AB5 es un identificador valido
AB5C es un identificador vélido

A es un identificador vélido

AB es un identificador valido

Respuesta: VFFFV
14) Los operadores relacionales de cierto lenguaje de programacion

son los siguientes:

<
>

<>
Elabore un Autdmata finito determinista que represente estos
operadores.

Nota: Por simplicidad, puede omitir en el diagrama el sumidero de
rechazo.

Respuesta:
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4.2 Compiladores

Un tratado mds o menos completo sobre el tema de los compiladores
no esta dentro del alcance de este texto. Sin embargo, de incluyen
unos conceptos minimos para ir comprendiendo cémo se aplica la
Teoria de Autdmatas y Lenguajes Formales al desarrollo de
compiladores.

4.2.1 Fases de un compilador
[Lemone] El trabajo de un compilador se divide en las siguiente fases.

Analisis léxico, analisis lexicografico o rastreo.
Analisis sintactico o analisis gramatical.
Analisis semantico

Optimizacién

Preparacion para la generacion de cédigo.
Generacion de cédigo.

O O O O O O

Seguidamente se incluyen explicaciones sobre la fase de analisis
léxico. No estd dentro del alcance de este texto la explicacion de las
restantes fases.
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4.2.2 Analizador léxico

Podemos considerar un programa como una secuencia de sentencias,
las sentencias como una secuencia de tokens y los tokens como una
secuencia de caracteres ASCIl. De acuerdo con esto, algunos tipos de
tokens son los numeros enteros, los numeros reales, las variables y
los operadores. Algunos ejemplos de sentencias son las sentencias de
asignacion, los ciclos y las sentencias de decisidn.

El analizador Iéxico confirma que los tokens estén bien construidos,
no se preocupa de si las sentencias estan bien construidas o no. De
esto se encargan fases posteriores del compilador.

Un analizador Iéxico no se preocupara de errores como falta
operador entre dos variables, falta la expresion a la derecha de una
expresion de asignacién, no hay balance de paréntesis etc.

Mas concretamente, un analizador |éxico es un programa que recibe
como entrada una secuencia de caracteres y produce una secuencia
de tokens. La secuencia de caracteres de entrada consiste en un
programa en algun lenguaje de computador, el cual puede tener
errores de compilacidon. La salida es basicamente la lista de los
tokens que conforman el programa con su correspondiente tipo.

Ejemplo

Supongamos que vamos a realizarle el andlisis |éxico a un programa
en un extrafio lenguaje de computador, que usa palabras reservadas
en espafiol y con operador de asignacién representado por el signo

La entrada podria ser un archivo de tipo texto con el siguiente
contenido.

xyz:= xyz + 1 + @

si y > 57
a := (35 + bl b2
fin si
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Como se puede observar, el programa presenta tres errores de
compilacién.

La salida del analizador Iéxico es bdsicamente la siguiente.

Xyz identificador
= operador de asignacién
Xyz identificador

operador aditivo

entero
+ operador aditivo
No reconocido
si identificador
y identificador
> operador relacional
57 entero
a identificador
= operador de asignacién
( Paréntesis de abrir
35 entero
+ operador aditivo

bl identificador
b2 identificador
fin identificador
si identificador

Los identificadores son los nombres de las variables, de las funciones,
de las clases y de los métodos, permitidos en el lenguaje de
programacion que se esta analizando.

Note en el ejemplo que el analizador léxico solo detectd el error del
simbolo @, que se supone que no tiene sentido en este lenguaje. El
analizador Iéxico no detecté el error de la falta de balance de los
paréntesis, ni el error de dos variables separadas por un espacio.
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Estos errores son responsabilidad del analizador gramatical, no del
Iéxico.

No confunda el lenguaje con el que se construye el analizador léxico
con el lenguaje del cdédigo de entrada al analizador. Por ejemplo, es
posible escribir en lenguaje Java un analizador Iéxico que reciba como
entrada cddigo en el extraiio lenguaje del ejemplo.

4.2.3 Meétodo extraerSiguienteToken()

En la implementacién de un analizador léxico, es muy natural incluir
un método que se encargue de extraer el token de la posicién actual
y a la vez calcular la posicién del siguiente. El método se denomina
en este texto extraerSiguienteToken(). El analizador léxico obtiene la
lista de los tokens de un programa de computador, ejecutando
repetidamente este método, cuyas caracteristicas son las siguientes:

Parametros de entrada:

e Una cadena de caracteres a.
e Una posicidn i, en la cadena de caracteres anterior, a partir
de la cual se va a extraer un token.

Valores que retorna:
e El token que se encuentra en la cadena a a partir de Ila
posicion i
e Eltipo de este token
e La posicidn inicial del token que sigue al token extraido

Ejemplo

Si el método extraerSiguienteToken() recibe:
Cadena:
Iniciar la busqueda en: 0

El método devuelve:
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Token:

Tipo de token: identificador
Posicion del siguiente token: 4

Se supuso que las posiciones de la cadena estan numeradas desde
cero.

La posicion hallada, 4, se reingresa al método, en una segunda
llamada, para extraer el segundo token, es decir, el método recibe;

Cadena:
Iniciar la busqueda en: 4
y devuelve
Token:H
Tipo de token: operador de asignacion
Posicion del siguiente token: 5.

De nuevo, reingresamos la posicién hallada al método, 5, en una
tercera llamada, para hallar el tercer y ultimo token. Es decir, el
método recibe:

Cadena:

Iniciar la busqueda en: 5

y devuelve

Token: @

Tipo de token: entero

Posicion del siguiente token: 7
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AFD base del analizador léxico.

Lo usual es que el método extraerSiguienteToken() llame a otros
métodos que se encarguen de extraer un tipo concreto de token, por
ejemplo a los métodos extraerEntero(), extraerReal(),
extraerldentificador(), etc.

La algoritmia de estos ultimos métodos se basa en un AFD que
representa todos los tokens validos en el lenguaje de los programas
de computador que se van a analizar. Observe en la figura una parte
de este AFD. Para simplificar el diagrama, se acostumbra omitir los
sumideros de rechazo, a excepcidn de esto, es recomendable que el
autémata finito sea determinista.

L,D,-

Por ejemplo, la algoritmia del método extraerEntero() se basa en la
siguiente parte del AFD anterior:

D

A continuacion se muestra el cédigo Java del método extraerEnterof).
Se extrae un token entero del cddigo codigo a partir de la posicidn
indice.
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Método Java extraerEntero()

public Token extraerEntero
( String codigo, int indice)

Token token = null;

if( esDigito( codigo.charAt (indice)) )

{
// Salva la posicidén inicial del entero
int indicelInicial=indice;

// Incrementa el indice para

// apuntarle al siguiente simbolo del
// cbdigo que se estd analizando
indice++;

// recorre los deméds digitos del entero
While
( indice < codigo.length( ) &&
esDigito( codigo.charAt (indice)))
{
indice++;

}

// Copia el entero en una cadena temporal

String cadena = codigo.substring
( indiceInicial, indice);
// construye el token para retornarlo.
// E1 token se compone de
// una cadena de caracteres,
// el tipo vy
// la posicién del siguiente token.
token = new Token
( cadena, Token.ENTERO, indice );
}

return token;
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Se puede observar que hay una concordancia entre el autémata vy el
cddigo Java. Cada una de las transiciones que no son bucles
corresponden a un si ... entonces. Las transiciones que son bucles
corresponden a un bucle mientras.

4.3 Funcion de transicion, o

Las transiciones de un autdmata finito determinista pueden
representarse por medio de una tabla, la tabla de la funcién de
transicion O, en lugar de por un diagrama de transicién.

Sea g; un estado de un AFD y s un simbolo del alfabeto de entrada, se
define 6(q;, s) como el estado g; al que se llega partiendo de q; y
consumiendo el simbolo s.

En el siguiente ejemplo, las transiciones del diagrama quedan
representadas exactamente en la tabla de la funcion 6.

Jo |93 qu
d1|92 92

42192 Q2
43|92 gs
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Cada transicidon queda representada en la tabla por el cruce de una
fila y una columna. Por ejemplo, la transicién que parte de g3, tiene
una a y llega a g> esta representada en la tabla por el cruce de la fila
g3 con la columna a, donde aparece @5.

El conjunto de estados finales o de aceptacion se representa por F, en
el ejemplo F = {q;, qs}.

Se puede determinar si una palabra w es aceptada por un autémata
finito determinista, utilizando la tabla de la funcién de transicidn §.
Se aplica esta funcién a la palabra, simbolo por simbolo, vy, si el
resultado es un estado de aceptacion, la palabra es aceptada. Si el
resultado no es un estado de aceptacién, la palabra no se acepta.
Siguen 3 ejemplos.

El autdmata anterior acepta abb ya que 6(qq, abb) = 6(qs3,bb) =
6(q3,b) = q3, el cual es un estado de aceptacion. Observe que en
cada paso se hallé el resultado de la funcién aplicado al estado actual
y al primer simbolo de la palabra. Se tomd como estado actual en el
primer paso a gy, como era de esperarse.

El autémata no acepta b3, ya que 8(qo, bbb) = &(qq,bb) =
6(q2,b) = g5, el cual no es un estado de aceptacion.

El autémata tampoco acepta €, ya que 6(qq, €) = g, €l cual no es un
estado de aceptacién.

Definicion.

[KELLEY] Un autdmata finito M es una tupla de cinco elementos,
M =(Q,%,s,F,0), donde:

Q es una coleccion finita de estados.

2. es un alfabeto de entrada.

s es el estado inicial, s € Q

F es la coleccion de estados finales o de aceptacion.
0 :QxX — Qeslafuncion de transicion

0 O O O O
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4.4 Automatas finitos no deterministas

Los autdmatas finitos no deterministas, AFN, no estan obligados a
cumplir la restriccidon de los deterministas. No es necesario que de
cada estado salga exactamente una transicién por cada simbolo del
alfabeto.

Ejemplo:
)
~@ @

Lb\a

Note que del estado g, no sale ninguna transicién y del estado g4 no

parte la transicidn con el simbolo b.

Un AFN acepta una palabra cuando existe al menos una ruta que
corresponda a la palabra y termine en un estado final o de
aceptacion. Siguen ejemplos de palabras aceptadas y palabras no
aceptadas por el autémata:

Palabra Ruta que conduce a ¢la palabra es
un estado final aceptada?
ab Qo U > ¢ Si
aa No hay No
aba Qg > 95 > q4 = g3 Si
abb q0—>q1—>q1_>q1 Si
abab No hay No

Los AFD son un subconjunto de los AFN, que cumple una restriccion
especial. Podria pensarse errdneamente que los AFD y los AFN son
dos conjuntos disyuntos.
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En general, es mds facil elaborar un AFN que un AFD, por ejemplo el
lenguaje ab* U aa* queda representado por el siguiente autdmata.

La operacién unidon con frecuencia queda representada por una
bifurcacion en el AFN.

Ejercicios
1) Obtenga un AFN para cada uno de los siguientes lenguajes
a) b(aaub)” Ub(ba)”
b) a(bbauba)”
c) a(ab) buba”
d) (aauab) a
e) (amawaabub)”
f) a ub”

g (ab) b’
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Ejercicios con respuestas

La expresidn regular que representa el lenguaje aceptado por el

2)

anterior Autdomata finito no determinista es (complete):

Respuesta: (bf*auU dg*c)”

La expresidon regular que representa el lenguaje aceptado por el

3)

anterior Autdomata finito no determinista es (complete):
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Respuesta: b(ab U cdb)”

4) ¢Cudl es el lenguaje aceptado por el siguiente AFN? (Sefiale solo

b\ :

\C\a Cg
o)
®

uno)

A. b(aui)ucudh'fg”
B. (bavwiucudn f)g”
[baui)ucudh fgT
[blaui)ucudh flg"
E. [baui)cdh™f]g*

o o

Respuesta: D

5) ¢éCudl es el lenguaje aceptado por el siguiente Autdmata finito?
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A. d(abuc)”
B. (abuc)'d
c. ¢ (ab)’d

D. (ab) uc ud
E. (ab)’c’d

Respuesta: B

6) ¢Cual es el lenguaje aceptado por el siguiente AFN?

<~ 30

A. abca

B. a(buca)
c. (abc)”

D. a(bca)”

E. abc

Respuesta: B

7) ¢éCudl es el lenguaje aceptado por el siguiente AFN?

b

-~

7
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A (aub)’
B. (ba)
c. ab
D. ab(ab)”
E. (ab)

Respuesta: E

8) ¢Cudl es el lenguaje aceptado por el siguiente AFN?

Q\Q

c(a(ab)” ub(ba) b) U (ab) a(ba) b
(cb)"c(awb(ba)b) U (ab) a(ba)’b
(cb) c(a(ab)” ubb) U (ab) a(ba)’b
(cb) c(a(ab)” wb(ba) b) U (ab) a(ba) b
(cb) c(a(ab)” ub(ba) b) ua(ba)'b

mo o w»

Respuesta: D
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9) ¢Cuadl es el lenguaje aceptado por el siguiente AFN? (Sefiale solo
uno)

—m
\ c
C) d\/f/‘

>

g*[bh*(i VU a) UcuUdf]

w

g*'bh*(iva)uUcudf
C. g'[bh*ivaucudf]
D. g'bh*ivaucudf

E. [bh*(iva)ucudflg®

Respuesta: A

10) ¢Cual es el lenguaje aceptado por el siguiente Autdomata finito?

b a

N

A. baub)’
B. ba'b’
c. b(ba)’

96



D. b(aub)
E. b(ab)’

Respuesta: E

11) ¢Cual es el lenguaje aceptado por el siguiente AFN?

3 C
b
a,b

A a(@b)’caub)’
. a(ba)cab’
¢ a(ba)’caub)’
b a(ba) uc(aub)
e a(ba)c(ab)’

Respuesta: C

12) éCual es el lenguaje aceptado por el siguiente AFN?

a b
b,c
A abuc)b
g, albuc)b’
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c. abch

~a(buc) valuc)b
g abc"uab’ch
Respuesta: D

13)

La expresidon regular que representa el lenguaje aceptado por el
anterior Autdomata finito es (complete):

Respuesta: (dg*f U abc)”

98



14) Escriba la expresion regular que representa el lenguaje aceptado
por el siguiente Autdmata finito.

Respuesta: d(fd U cb*ad)”

4.4.1 Relacion de transicion A

Es posible representar las transiciones de un AFN mediante una tabla,
la tabla de la relacion de transicion A~ en lugar de representarlas

mediante un diagrama.

Sea g; un estado de un AFN y s un simbolo del alfabeto de entrada, se
define A(g;, s) como el conjunto de todos los estados a los que se
puede llegar partiendo de g; y consumiendo el simbolo s.

La relacién A también se puede aplicar a un conjunto de estados Sea
Q un conjuntos de estados de un AFN y s un simbolo del alfabeto de
entrada, se define A(Q,s) como el conjunto de todos los estados a
los que se puede llegar partiendo cualquier estado gq; €Q vy
consumiendo el simbolo s.

En el ejemplo que sigue, se puede observar que las transiciones del
diagrama quedan representadas exactamente en la relaciéon de
transicion A.
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A a b

o | {0, 0| ¢

Rl ¢ {Ch’ qz}
az ¢ ¢

g | {0s} ¢

a4 ¢ {as}

El conjunto de estados finales es F ={q,,05}

El posible determinar analiticamente si una palabra es aceptada o no
por un autémata, con base en la relacién de transicion A. Para ello se
aplica la relacién de transiciéon al estado inicial y a la palabra, simbolo
por simbolo. Si alguno de los estados del resultado final es un estado
de aceptacion, la palabra es aceptada, de lo contrario, no es
aceptada. Siguen varios ejemplos, en los que se determina si una
palabra dada es aceptada o no por el AFN anterior.

Ejemplo 1: ab

Solucién: A(qq,ab) = A({q1,94},b) ={q1, 92,93 }. Como g, € F se
concluye que la palabra ab es aceptada por el autémata.
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Ejemplo 2: a.

Solucién: A(qqy,a) ={q1,94}- Como q4,q4 & F se concluye que la
palabra a no es aceptada por el autdmata.

Ejemplo 3: aab.

Solucion:  A(qo,abb) = A({¢1,94},bb) = A({41, 92,93 },b) =
{q1, g2 }- Como g, € F se concluye que la palabra ab es aceptada
por el automata.

Ejemplo 4: ¢.

Solucién: A(q,€) ={qo }. Como q, & F se concluye que la palabra
£ no es aceptada por el autdmata.

4.4.2 Definicion

[KELLY] Un autémata finito no determinista es una tupla de cinco
elementos (Q,Z,s,F,A), donde:

Q es un conjunto finito de estados
X es el alfabeto de entrada
s es uno de los estados de Q, designado como el estado de partida.

F es una coleccidn de estados de aceptacion o finales, F < Q

A es una relacion sobre (QxX)xQ vy se llama relacidn de transicion.

4.4.3 Conversion de un AFN en AFD

Sea M = (Q,Z,s,F,A) un AFN. Es posible obtener un AFD M’ =

(P,Z,s',F',0) equivalente a M, mediante los siguientes pasos.

1. Elabore la tabla de la relacion de transicion, A.
2. Obtenga la tabla de la funcion de transicidon del AFD, &, haciendo
lo siguiente.
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a. Escriba el alfabeto en la parte superior de la tabla. El
alfabeto del AFD es igual al alfabeto del AFN.

b. Escriba {Q,} en la tabla, como el estado inicial del AFD.

Escribalo asi, con llaves y todo.

c. Halle los resultados faltantes de la tabla, con
o(p;, o) =A(p;,0)

d. Escriba un nuevo estado igual a cada resultado nuevo de la
tabla.

e. Repita los pasos c) y d) hasta que no surjan mas estados.

Por facilidad, renombre los estados del AFD, como p,, P,,..., P,

4. Los estados finales del AFD serdn aquellos a los que pertenezca al
menos un estado final del AFN.
5. Dibuje el diagrama de transicién del nuevo AFD.

Ejemplo

Obtenga un AFD equivalente al siguiente AFN.

/a\a
®

a

gy
Saelo

Solucion:
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i) La tabla de la relacién A del AFN es la siguiente

A a b
9 {91, 95} )]
4, {91, 9,} )]
q, () @
43 {q43 {qs}
4, ) 0

ii) La tabla de la funcidn & del AFD equivalente es la siguiente.

1) a B
{d0} {91, q;} )
{91, q,} {91, 9, 94} {qs}
) ) )
{919, 9,3 {q1,9,} Y
{qs} {94} {qs}
{91, q,} {91, q,} @
{q43 ? @

simplificada.

iii) La siguiente es la tabla de la funcion §, con una notacién

) a B
Py Py P,
Py P3 Py
P, P, P,
P3 Ps P,
Py Pe Py
Ps Ps P,
Pe P, P,
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iv) El conjunto de estados finales es F' = {ps, ps, bs}




v) El diagrama del AFD equivalente al AFN inicial es el siguiente.

Note que cualquier palabra que acepta este AFD, como aa, también
es aceptada por el AFN inicial. lgualmente, cualquier palabra que no
acepte el AFD, como por ejemplo aaab, tampoco es aceptada por el
AFN inicial.

Ejercicio con respuesta

1) Aplique el algoritmo de conversién de AFN en AFD al siguiente
AFN.
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Respuesta: La funcién de transicién del AFD es la siguiente:

6 |a |B
P1 | P2 |P3
P2 | P3| P4
P3| P3| P3
P4 | P3| P5
P5 | P3| P6
P6 | P3| P5

4.5 ¢-transiciones

Son transiciones que no consumen ningun simbolo de la palabra. Se
etiquetan con el simbolo ¢.

Ejemplo de un AFN con ¢ -transiciones.

El autédmata acepta una palabra si existe al menos una ruta que,
utilizando cualquier nUmero de &-transiciones, comience en el estado
inicial, consuma exactamente la palabra y finalice en algun estado
final. La ruta puede incluir cualquier cantidad de ¢ - transiciones, en
cualquier parte de ella. Podemos usar ¢ - transiciones al comienzo
de la ruta, en el intermedio, al final o en todos estos sitios a la vez.
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En la siguiente tabla se incluyen algunas palabras aceptadas y no

aceptadas por el autdmata del ejemplo.

éLa palabra es

Palabra | Ruta que finaliza en un estado final aceptada?
abb 4y > 42> 03> Qs = q3 > Qs > qs Si
abda R il T e Si
abd No hay No

ad No hay

abdab® | 9192243~ 44 > q1 > G2 = G 5

4y =93> q, > q3 =4, qs

Las ¢ -transiciones facilitan ain mas la elaboracién de los autématas.

Por ejemplo, el lenguaje a* U (ab)* es representado de una manera

muy natural por el siguiente autdomata.

Ejercicios

1) Elabore el diagrama de transicion de un AFN que acepte cada uno

de los siguientes lenguajes.
a) aba"ubb

b) (ab)'a
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¢ (ab”uach)”

d) a (ba) uca”

e) [a"(bb)" uc'a]’
f) ¢ (ac” ub)

2) ¢Cual el lenguaje aceptado por los siguientes AFN?

OF
U
e

Y - b
—@),_

&
H C

\ g
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f)

reconoce un lenguaje determinado. Identifique, cual de las siguientes
expresiones regulares describe ese mismo lenguaje

A) (aub)c(due)

B) (aub)c(due)”
) (aub)(cdue)”
D) (awb)(c(due)”

E) (@ub)ec(due)

! Ejercicio tomado del examen ECAES del afio 2003
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4) Dado el autémata®M

-
S, /

y @ X
)
Una expresion regular que define el lenguaje L(M) es
A (xuz)(Xyuzy' X)) Uyy X
B) (Yy X w((xwz)X ((zy'x) UYy))
Q) (Y X U((xuz)X (Zyxwy))
D) (Y X((xw2)x ((zy ¥) UYy))

E) (YY) uwiex (zy X uy))

5) Una ldmpara?® enciende en dos intensidades y tiene dos
interruptores, intl, int2. El interruptor intl se usa para prender y
apagar y el interruptor int2 para cambiar de intensidad.

La condicion ldmpara apagada se representa en los estados Apagado,
y Apagado,, La condicién de intensidad baja (alta), se representa en
el estado Bajalntensidad (Altalntensidad).

El siguiente autdmata describe el comportamiento de la ldmpara

2 Ejercicio tomado del examen ECAES del afio 2003
3 Ejercicio tomado del examen ECAES del afio 2003
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A partir de este autémata se deduce que

A)

B)

)

D)

E)

Cuando se enciende la ldmpara siempre queda en
Altalntensidad.

Si se apaga la ldmpara cuando estd en Bajalntensidad, al
encenderla nuevamente queda en Altalntensidad.

Si se apaga la ldmpara cuando esta en Bajalntensidad al
encenderla nuevamente queda en Bajalntensidad

Si se apaga la lampara cuando estad en Bajalntensidad ya no
se puede volver a encender

Si al encender la ldmpara queda en Bajalntensidad, sélo llega
a Altalntensidad pasando antes por un estado de apagado

Ejercicios con respuestas

6) ¢Cudl es el lenguaje aceptado por el siguiente AFN?

D
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A (ab)"(d* uc)
B. ab ud uc’
c. (ab"uduc)”
D. (ab")"(dwc)”

*  *

E. ab'd’c

Respuesta: A

7) éCudl es el lenguaje aceptado por el siguiente AFN?

\—d/
A. (baucTd)
B. (ba)’(c'd)’
¢ (ba) u(cd)

D. (abucd)

E. (bua)cd

Respuesta: A
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8)

ool o
S

¢Cual es el lenguaje aceptado por el AFN de la figura?

A. a'(buc)

B. a'b'c’

c. a ub uc
D. a ub'c

E. a u(buc)

Respuesta: E

4.6 s-cerradura

La ¢-cerradura se emplea en el algoritmo para convertir un AFN con
& —transiciones en un AFN sin & —transiciones. Este algoritmo
serd tratado mas adelante.

La ¢ -cerradura de un estado (; es el conjunto de estados a los que

se puede llegar partiendo de Q; y utilizando Unicamente & -

transiciones. Se puede utilizar cualquier cantidad de e-transiciones.
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Ejemplo

Halle la &- cerradura de los estados Q,, 0y Yy Q5 del siguiente AFN.

_a

b

Qo L

€

Solucion:

e—c(q1) ={91,92,93,94, 95,96}
e—c(qe) = {q6,94}

e —c(q3) = {q3}

4.7 Algoritmo para eliminacion de ¢-transiciones

Sea M = (Q,Z%,s,F,A) un AFN con ¢ -transiciones. Puede obtener un
AFD M’ = (Q,Z,s,F',A") equivalente a M, mediante los siguientes

pasos.

1. Halle las ¢-cerraduras de todos los estados de M.

2. Los estados finales del nuevo AFN seran aquellos cuya ¢ -
cerradura tiene al menos un estado final.

3. Elabore la tabla de la relacién de transicion A’ del nuevo AFN. En

A'(qQ;,0) va el conjunto de todos los estados a los que se puede

llegar desde (];, consumiendo el simbolo oy cualquier cantidad

de ¢ -transiciones. La ¢ -transiciones pueden ir en cualquier
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lugar de la ruta: al comienzo, al final, en el intermedio o en varios
lugares de estos a la vez.

4. Dibuje el diagrama de transicién del nuevo AFN.

Ejemplo

Dibuje el diagrama de transicion de un AFN sin g -transiciones
equivalente al siguiente AFN.

Solucion:
i) Las e-cerraduras de los estados del autdmata son las siguientes

e —c(q1) ={q1,92, 93}
e —c(q2) = { 92,93}
e—c(qz) ={ g3}

€ —c(qs) = {q4}

e —c(qs) = {gs}

ii) El conjunto de estados finales del nuevo autémata es F' =
{91,492, 93,95}
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iii) La tabla de la relaciéon de transicion del nuevo autémata es la

siguiente:
A’ a b c
91 {gs} {92, 93,94} ?
qz ? {92, 93,94} ?
qs3 ) {94} ()
qa ? ) {93}
qds 9] 1) )

iv) El diagrama del AFN sin & -transiciones equivalente al AFN inicial
es el siguiente:

Note que cualquier palabra que acepte el nuevo autémata, como por
ejemplo bbc, también es aceptada por el autémata original.
Igualmente, cualquier palabra que no acepte el nuevo autdmata,
como por ejemplo bbcb, tampoco es aceptada por el autdmata
inicial.
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4.8 Teorema de Kleene
Un lenguaje es regular si y solo si es aceptado por un autémata finito.

El teorema de Kleene expresa que si tenemos una una expresion
regular, por extrafia que sea, siempre serd posible obtener un
autémata que acepte el lenguaje representado por la expresion
regular. Igualmente, si tenemos un autémata, siempre es posible
obtener una expresidn regular que represente el lenguaje aceptado
por el autdomata.

La demostracién de este teorema es mas bien extensa y compleja.
No se incluye en este texto, pero puede consultarse en la bibliografia,
[KELLY].

4.9 Proyecto de analisis léxico

En esta seccidn se propone como proyecto la implementacién del
analizador léxico de un lenguaje de programacién disefiado por los
estudiantes. El analizador se puede desarrollar en cualquier lenguaje
de programacion conocido por los estudiantes. En este proyecto, el
estudiante aplicara los conceptos aprendidos durante el curso, en
especial lo relacionado con expresiones regulares y con autématas
finitos deterministas.

El procedimiento propuesto para desarrollar el proyecto es seguir las
instrucciones de la seccion 4.9.1 y diligenciar la plantilla de la secciéon
4.9.2.

4.9.1 Instrucciones

Objetivos

Este proyecto gira alrededor de un lenguaje de programacion
supuesto. El lenguaje tiene 16 tipos de token, 8 de los cuales ya
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estan especificados en la plantilla de la siguiente seccién. El

estudiante debe especificar los 8 restantes.

Los objetivos de proyecto son los siguientes:

a)

b)

d)

Nota.

Terminar de especificar los token del Ilenguaje de
programacion, de manera de que no queden muy similares a
los token de los lenguajes conocidos.

Elaborar el diagrama de transiciéon de un autémata finito
determinista que acepte todos los token del lenguaje. En
este diagrama, se puede omitir el sumidero de rechazo, por
simplicidad.

Desarrollar el analizador Iéxico del lenguaje, basandose en el
automata elaborado en el objetivo b).

Nota: En las secciones 0, 0, O, 0 y 0 se incluye
respectivamente:

- Un prototipo de la interfaz del software

- El caso de uso que se debe implementar

- Requerimientos

- Consideraciones a tener en cuenta en la construccion
del analizador léxico

- Procedimiento para diligenciar la plantilla

Implementar al menos un método de prueba JUnit para cada
método de extraer un tipo de token. Por ejemplo, se podria
implementar el método testExtraerOperadorlLogico(), para
verificar el correcto funcionamiento del método
extraerOperadorlogico().

Los entregables correspondientes a los 4 objetivos son el

software desarrollado y la plantilla de la seccién 4.9.2 diligenciada.

Segun estudiantes que han desarrollado este proyecto en grupos de

maximo 3 estudiantes, el tiempo promedio requerido por estudiante

es de 18 horas 8 minutos.
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Prototipo de la interfaz del analizador léxico

Archivo | Analisis

Léxico
AB:=cde;
X:="hola”;
¢”hola
AB Identificador
= Operador de asignacion
cde Identificador

; Separador de sentencias
X Identificador
= Operador de asignacion

“hola” Cadena de caracteres

; Separador de sentencias
é No reconocido

“hola Cadena mal delimitada

En el ejemplo de la interfaz, se analiza cddigo en lenguaje Pascal,
pero en el proyecto debe analizarse cddigo en lenguaje que disefien
los estudiantes.

Pueden variar la presentacion de la interfaz. La dada es solo para
facilitar la comprension de lo que se requiere.

Caso de uso Realizar andlisis léxico

O

Realizar
Andlisis Léxico

Usuario

- El usuario selecciona la opcidn andlisis léxico.
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- El sistema descompone en tokens el cddigo que se encuentra en el

area de edicion

- El sistema imprime la lista de tokens, cada uno con su tipo

correspondiente y en el mismo orden en el que se encuentran en el

area de edicién.

Notas:

No deben aparecer en la interfaz espacios en blanco o saltos
de linea clasificados como token no reconocidos

Las cadenas que no se puedan clasificar de acuerdo con el
lenguaje disefiado deben aparecer en la interfaz como ni
reconocidas.

Requerimientos del analizador Iéxico

Deben incluir el archivo de extension jar.

El archivo de extensidon jar debe poderse ejecutar sin
importar en que carpeta esté copiado.

Pueden implementar el analizador en el lenguaje de
programacion de su preferencia. En caso de que usen un
lenguaje diferente a Java, deben realizar lo equivalente a
pruebas JUnit en ese lenguaje.

La implementacién debe incluir varios métodos para extraer
token determinados, como extraerOperadorDeAsignacion(),
extraerOperadorAditivo() etc.

Para la construccién de los métodos que extraen los tokens,
deben basarse en el diagrama del autémata finito elaborado
en el objetivo b).

El profesor debe poder ejecutar el programa sin necesidad
de leer manuales, archivos léame, ni de llamar a los
desarrolladores.
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- La presentacién de la pantalla debe ser clara y ordenada. No
debe haber largas animaciones al comienzo de la ejecucién
gue no puedan ser interrumpidas.

- Deben usar estandares de programacidon apropiados, como

por ejemplo:

o Uso de comentarios

o Estructuracion del programa en varias clases

o Clases diferentes para representar el mundo y para
representar la interfaz

o No abreviar los nombres de los atributos ni de los
métodos.

o No sobrecargar de responsabilidades los métodos ni

Recuerde que

las clases

Un analizador Iéxico solo tiene la responsabilidad de detectar errores

Iéxicos, no tiene la responsabilidad de detectar errores gramaticales

ni semanticos. Por ejemplo, debe detectar el error de cadena mal

delimitada y el error de token no reconocido. No tiene la

responsabilidad de detectar los siguientes errores:

- Dos signos de multiplicacion seguidos

- No hay balance de paréntesis

- Falta la variable de la izquierda del operador de asignacién

- Variable no declarada

- Tipo de variable invalido

Procedimiento para diligenciar la plantilla

Para diligenciar la plantilla realice lo siguiente:

e Reemplace lo que esté entre paréntesis angulares, <>, por lo
que corresponda y elimine estos paréntesis.

e Agregue el contenido de cada seccién, segun las
instrucciones que se encuentran entre corchetes, [].
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e Borre lo que se encuentre entre corchetes, [], cuando ya no
lo necesite, y elimine también los corchetes.

4.9.2 Plantilla

Tokens del lenguaje

[Complete en esta seccion las especificaciones de los token que
faltan, de manera que no sean muy similares a los de los lenguajes
mas conocidos

Para especificar los token se utilizardn las siguientes convenciones.

e L:Letra mayuscula o minuscula.
e M: Letra mayuscula

e m: Letra mindscula

e D:Digito;0,1,2,3,4,5,6,7,8,9
e  :@Guidn bajo

e H: Digito hexadecimal; 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,0,A,B,C, D, E,
F,a,b,cdef

S: Cualquier simbolo excepto los delimitadores de cadena.]
A continuacidn se listan los tipos de token del lenguaje.
Enterocorto: DD™_¢

Entero largo: <Expresion regular>

Hexadecimales: <Expresion regular>

Dinero: $((DDD,u DD,uU D,U €)(DDD,)*DDD U DD U D)

Hora: DD:DD

Reales en notacion normal: <Expresidn regular>
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Reales en notacidn cientifica: <Expresién regular>
Identificadores: (Lu _)(LuDLuU _ L)

Operadores aditivos: +\U—
Operadores multiplicativos: *\W /WU %

Operadores relacionales: <Expresidn regular para 6 operadores
relacionales, al menos 3 de ellos deben ser de mds de un caracter>

Operadores légicos: <Expresion regular para los operadores logicos vy,
o y no. Al menos uno de estos operadores deben ser de al menos
dos caracteres>

Paréntesis de abrir: (
Paréntesis de cerrar: )

Operadores de asignacidn: <Expresidn regular para 3 operadores de
asignacion, dos de ellos con al menos dos simbolos>

Cadenas de caracteres: <Expresidon regular, la cadena debe estar
delimitada por al menos dos caracteres a cada extremo. Por
ejemplo, en Python, ""Hola"" es una cadena valida >

Autémata finito determinista

[Incluya aqui el diagrama de transicién de un autémata finito
determinista que acepte todos los tokens del lenguaje. Por sencillez,
puede omitir el sumidero de rechazo.]

Foto de la GUI después de realizar un andlisis Iéxico

[Incluya aqui una imagen del software inmediatamente después de
realizar un andlisis |éxico]
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Foto de las pruebas JUnit

[Incluya aqui una imagen de la interfaz de Eclipse inmediatamente
después de realizar las pruebas JUnit. Debe haber al menos un
método de prueba por cada método de extraer un tipo de token. Por
ejemplo, podrian elaborar el método de prueba testExtraerReal(),
para probar el método extraerReal().
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5. Lenguajes independientes del contexto

En este capitulo, se trata la teoria necesaria para la especificacién de
aspectos gramaticales de un lenguaje de programacion. Estos
aspectos se relacionan con las reglas que deben cumplir las
sentencias de un lenguaje de programacion, para que estén bien
construidas.

Para representar los aspectos gramaticales de un lenguaje de
programacion se utilizan gramaticas independientes del contexto,
gramdticas BNF y autématas de pila no deterministas. Se aclara que
ademds de los aspectos gramadticas, estos elementos pueden
representar los aspectos Iéxicos.

Se recuerda que los autdmatas finitos y las expresiones regulares se
utilizan para especificar aspectos léxicos de un lenguaje de
programacion, no permiten representar los aspectos gramaticales.
Es decir, las gramaticas independientes del contexto, las gramaticas
BNF y los autématas de pila no deterministas pueden representar lo
gue representan las expresiones regulares y los autdmatas y mucho

,

mas.

La parte léxica de un lenguaje también puede representarse
mediante gramaticas regulares, que se trataran mas adelante.

Los lenguajes independientes del contexto, LIC, son un conjunto mas
grande que los lenguajes regulares y los incluyen. En realidad, Los
lenguajes regulares son solo una pequefia parte de los lenguajes
independientes del contexto. Aun asi, los lenguajes independientes
del contexto no son todos los lenguajes posibles, aun quedan
lenguajes por fuera de este conjunto.
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Un ejemplo de un lenguaje regular y por lo tanto independiente del

contexto es {a' [i>0}.

Un ejemplo de un lenguaje independiente del contexto que no es

regular es {a'b' |i>0}.

Un ejemplo de un lenguaje que es no es ni regular, ni independiente

del contexto, es {a'b'c’ |i >0}

5.1 Gramatica independiente del contexto

Un Lenguaje Independiente del Contexto se define como un que es
generado por una Gramdtica Independiente del Contexto o GIC
[KELLY]. Por lo tanto se explicard primero en qué consiste una
gramatica de este tipo.

Con frecuencia usamos reglas para precisar que es correcto
sintacticamente o no en un lenguaje, por ejemplo las siguientes
reglas.

e Una forma de conformar una oracidon en castellano es con un
sujeto, un verbo, un complemento directo y un complemento
circunstancial. Abreviadamente:

0> svDC

e Unaforma de conformar una sentencia de asignacién es con una
variable, un operador de asignacion y una expresion, en este
orden. Abreviadamente,

A>VOX

Las gramaticas independientes del contexto o GIC constan de
especificaciones similares a las anteriores, denominadas
producciones. Elsiguiente es un ejemplo de una GIC.
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S—AB
A—aA|Ab]| ¢
B —>aB]|a

Los simbolos se leen de la siguiente manera:

— | puede ser, se compone de
| (0]

A continuacion se explica la terminologia asociada con las gramaticas
independientes del contexto.

Produccion

Las producciones son reglas que permiten derivar en un paso una
palabra a partir de un simbolo. Por ejemplo y de acuerdo con la GIC

anterior, se puede derivar Ab a partir de A, gracias a la produccion
A — Ab

La gramatica anterior consta de 6 producciones.

e S>AB
e A—>aA
e A ADb
o A ¢
e B —>aB
e B a3

No terminal

Los no terminales son los simbolos que pueden derivar palabras. En
el ejemplo, los no terminales son S, A, B. Por convencién, se
representan los no terminales con letras mayusculas.
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Simbolo inicial

El simbolo inicial es el no terminal a partir del cual se comienza un
proceso de derivaciéon en varios pasos. En el ejemplo, el simbolo
inicial es S. Por convencién se usa S para representar el no terminal
inicial.

Terminal

Los terminales son simbolos que no pueden derivar palabras. En el
ejemplo, los terminales son a y b. Por convencidn representaremos
los terminales con letras minusculas.

Derivacion

La derivacién es un proceso mediante el cual se deriva una palabra en
varios pasos comenzando por el simbolo inicial de la GIC. La
siguiente es la derivacion de la palabra bba utilizando la gramdtica
del ejemplo.

S= AB = AbB = AbbB=> bbB=> bba
El simbolo = se lee produce, deriva, genera.

Partimos de S y mediante cinco pasos llegamos a bba. Solo podemos
realizar los pasos permitidos por la gramdtica. Por ejemplo en el
segundo paso se reemplazé A por Ab, porque esto lo permite la
produccién A — Ab.

Arbol de derivacién o andlisis

La derivaciéon de una palabra mediante una GIC también puede ser
representada por un arbol denominado arbol de derivacidon o de
analisis. Por ejemplo, la derivacién anterior puede ser representada
por el siguiente arbol de derivacion:
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AN
A
!

Leyendo las hojas de izquierda a derecha obtenemos la palabra
derivada bba.

Lenguaje generado por una gramdtica

Sea G una gramatica, el lenguaje generado por la gramatica, L(G), es
el lenguaje de todas las palabras que la gramdtica G permite derivar.
Por ejemplo el lenguaje generado por la gramatica:

S — aS|Sb|e
es el lenguaje {a'b’/|i = 0,j = 0} .

Se puede observar que la anterior gramdtica deriva exactamente las
palabras de lenguaje, ni una menos, ni una mas. El lector puede
comprobar facilmente que por ejemplo deriva las palabras a®b?, a,
g, ab,a’.
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Ejercicios con respuestas
1)
S—aS|bS|c
De acuerdo con la GIC anterior responda Vo F
a. LaGICderiva la palabra ca
b. La GIC deriva la palabrac
c. LaGICderiva la palabra cb
d. La GIC deriva la palabra abababbac

e. LaGICderiva la palabra a

Respuesta: FVFVF
2)
S —>aSb|c

De acuerdo con la GIC anterior responda Vo F

a. LaGIC deriva la palabra ac

b. La GIC deriva la palabra acbb

c. La GICderiva la palabra abc

d. La GIC deriva la palabra aaaacbbbb

e. La GICderiva la palabrac

Respuesta: FFFVV
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Ejercicios

3) Derive las palabras aba y bb, si es posible, a partir de la siguiente
GIC:

S—AB
A—aA|Ab| ¢
B—>aB|a

En los ejercicios 4) a 13), obtenga una GIC que derive cada uno de los
lenguajes dados

4) {a'bli=0}

5) {a?|i=0}

6) {a%b’|i=0, j=0}

;) {a'b'li=0}

8) {(ab)'(ba)' |i >0}

9) {a'b'a?! |i=0, j>0}

10) {a'ab'a®b’|i=0, j=0}

11) {w|wtiene un nimero pardesimbolos} . {a,b}

12) {a®ic’a'|i>0,j>1

13) { w | w se lee igual de derecha a izquierda que de izquierda a
derecha} sobre {a, b, c}

Cual es el lenguaje generado por las GIC de los numerales 12) a 15)

14) S — bbbS | ¢
15)S 2 aSb | ab
16) S — aaS | aaaa
17) S > aAb

A —>bAa|a
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Ejercicios con respuestas

18) ¢Cual es el lenguaje derivado por la siguiente GIC?

S—aSd|A
A—DbAc|e

A {a'bicid'|i>0, >0}

B. {a'b’c*d™|i>0,j>0k>0m>0}
c. {(abcd)' [i>0}

p. {a'b'c'd’[i>0,j>0}

a’b’c’d”

m

Respuesta: A

19) ¢Cudl es el lenguaje derivado por la siguiente GIC?

S—aSh|A
A—>CcA|Ad|e

Respuesta: {a"c/'dkbi|i >0,j=0k=0}

20) éCudl es el lenguaje derivado por la siguiente GIC?

S—>cS|Sd|A
A—aAb|e

Respuesta: {c'a*b*d’|i = 0,j = 0,k = 0}
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21) éCudl es el lenguaje derivado por la siguiente GIC?

S—abS|Sc|e

{@@b)'c'|iz1j=1
{(ab)'c'|i=0,i>0}
{(@b)'c’[i>0,j>0}
{a'bic*|i>0, j>0k>0}
{(abc)' |i >0}

m o 0O w P>

Respuesta: C
22)

S—aS|b

¢Cudl es el lenguaje derivado por la anterior GIC?

A {ba'|i>0}

B. {abi[i>0,j>0}
c. {abli>Dn

p. {ab|i>0}

E. {(ab)'|i >0}

Respuesta: D
23) éCual de las GIC deriva el siguiente lenguaje?
(aub)’c’d”

A. S>as|bs|sd|A
A>cA| ¢

B. S>aS|bS|Sc|Sd]| e

C. S>AB
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A>aA | Ab| ¢
B> cB|Bd| ¢

D. S>aS|bS|cS|dS| &

E. S>aS|bS|A
ADcA | dA | ¢

Respuesta: A

24) Obtenga una gramatica cuyo lenguaje derivado sea
{(@b)'(cd)"™ |i >0}

Respuesta: S = abScd|cd

25) Obtenga una gramatica cuyo lenguaje derivado sea

{(ac)™ (bd)' |i >0}

Respuesta: S — acSbd|ac
26) Complete: La gramatica
S—> | bc

deriva el lenguaje

{bca' |i >0}

Respuesta: Sa

27) Obtenga gramaticas independientes del contexto para los
siguientes lenguajes:

a) {wefa,b ¥ | w tiene el doble de aes que de bes }

b) {a"ab™™ |n>0,m=>1}
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c) {(ab)"(cd)™dc)™(ac)" | n>0,m>0}

d) {a™b"c’a’b"¢" |n>0,p>1,m=>0}

e) {a""|n=>20,m>0y(n#0om = 0)}

f) {a""|n>0}

g) {wefab} | w=w'}

h) {a®™|n>0}

i) {we {a,b}* | w tiene un nimero par de bes }
i) {(ab)™cd)™(dc)"(ba)"|n=1, m>1}

k) {we{a,b} |wtienela misma cantidad de aes que de bes}. La
gramatica debe generar por ejemplo la palabra: abbaabbaab

) {a'blc|({i=joj=k),i>0,j>0k>0}

Respuestas:

a) S — SaSaSbS | SaSbSaS | SbSaSaS | ¢

b) S— AB
S—aAb|a

S—>bB|b

c) S—abSac| A
A —cdAdc | ¢

d) S—>aSc|A
A —DbAb | B

B—cBa|ca

e) S—>aA|Ab
A—>aA|Ab|e

f) S—>aShbb | &
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g) S—>aSa|bSb|a|b]|e

h) S—aaS|a

i) S—>aS|Sa|bSb| ¢

j) S — abSba|abAba
A — cdAdc | cddc

k) S — SaShS|ShSaS | &
) S—>A|B
A— Ac|C
C—aCble
B—>aB|D

D —>bDc|e

28) ¢Cudl es el lenguaje representado por las siguientes GIC?
a) S—>AB
A—aaA|b

B—>bBb|a

b) S—aSab | ¢

c) S— aAbB
A—aaA |
B—>bBb|b

d S—>A|B|C
A—>aA|c¢
B — bbBa | ¢

C — bbaC | bba
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e) S—SS|aa

Respuestas

a) {(aa)"bb™ab™ | m>0,n=>0}

b) {a"(ab)" | n=0}

c) {a(aa)"bb™bb™ | n=0,m=>0}

d) {a'|i20} U {(bb)a' |i=0}u {(bba) |j>1}

e) {a*"|n>1}
Definicion
[KELLY] Una gramatica independiente del contexto es una 4-tupla

G=(N,Z, S, P), donde tenemos lo siguiente.

e N es una coleccién finita de no terminales

e ¥ es un alfabeto, también conocido como conjunto de
terminales.

e Sesunno terminal determinado que se llama simbolo inicial

P = N x (N WUZ) es un conjunto de producciones.

El lenguaje generado por la GIC G se denota por L(G) y se denomina
un lenguaje independiente del contexto, LIC.

5.2 Aplicaciones

A continuacién de dan ejemplos de gramaticas independientes del
contexto que representan elementos de los lenguajes de
programacion de computadores. Se aclara que en cada ejemplo no
se vuelven a repetir producciones que ya estan escritas en ejemplos
previos.
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1. GIC para los enteros sin signo
E—>ED|D
D->0|1]2]..]9

Es facil comprobar que esta gramatica deriva por ejemplo el entero
789.

E =>ED = EDD = DDD = 7DD = 78D = 789
2. GIC para los enteros con signo

C—>SE
So+|-] ¢
3. GIC para los identificadores del lenguaje de programacién Java

I >IL|IDJIS|L|L]S]|_

L>A|B|..|Zla|b]..|z

4. GIC para algunas expresiones algebraicas.

X >X+T|T
T >T*F|F
Fol](X)

El lector puede comprobar facilmente que, por ejemplo, la ultima
gramatica deriva la expresién (a + b) * c.

5.3 Notacion BNF

La notacion BNF se usa para especificar las reglas de sintaxis de un
lenguaje de programacion. Es una notacidn alternativa a la que se ha
venido usando en el texto. Como se verd, esta notacidon es muy facil
de interpretar.
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BNF son las iniciales de Backus Naur Form. John Backus y Peter Naur
introdujeron esta notacién para describir la sintaxis del lenguaje de
programacion ALGOL, alrededor de 1960.

Los metasimbolos de la notacidon se presentan en la siguiente tabla:

Metasimbolos de la notacion BNF

n= se define como

| |O
Para delimitar categorias, es decir, no
<>
terminales
[ 1 |ftem opcional

Para delimitar terminales de un solo

“ o u

caracter

La notacién BNF es un lenguaje para especificar lenguajes de
programacion de computadores, de ahi que sus simbolos de
denominen mas precisamente metasimbolos.

Ejemplo

La siguiente gramatica, en notacién BNF, especifica la sintaxis de un
lenguaje de programacién hipotético, muy limitado por cierto. El
lenguaje tiene palabras reservadas en espafiol y utiliza como
operador de asignacién :=, como lo hace el lenguaje Pascal.

1. <D|,git0> = nou | /1111 | ”2” | //3” | | 149”

Note la correspondencia con la notacion que se ha venido usando en
el texto: D — 0]|1|2]3]...|9. Al no terminal le corresponde una
categoria que va entre paréntesis angulares. Al signo se define como
(::=) le corresponde el signo se compone de (—). Los terminales de
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un solo caracter van entre comillas en la notacién BNF. El simbolo o
(]) es igual en ambas notaciones.

2. <Entero>::=
<Digito> <Entero> |

<Digito>

Note la correspondencia con la notacién anterior:
E—->DE|D

3. <Signo> = “+" | “-“

4. <EnteroConSigno> ::=

[<Signo>]<EnteroSinSigno>

La notacion BNF no tiene un simbolo para la cadena vacia €. En su
lugar se usan los corchetes que indican que lo contenido en ellos es
opcional, es decir, que no es obligatorio usarlo en la derivacién. La
anterior definicién corresponde en la anterior notacién a:

C - SE
So+|—|e
5. <Letra>::=
IIAII | HBH | . | llzll I llall I Ilbll | . | IIZII

6. <ldentificador> ::=

<Identificador><Letra>
<Identificador><Digito> |

<Letra>
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7. <Sentencia> ::=

<SentenciaAsignacién>
<SentenciaSi> |
<SentenciaMientras> |
<SentenciaPara> |
<LlamadaFuncion> |
<SentenciaAsignacion> |

8. <ListaSentencias> ::=
<ListaSentencias>
<Sentencia> |
<Sentencia>

9. <SentenciaMientras> ::=
mientras <Condicidon> hacer

<ListaSentencias>

fin mientras
A partir de esta definicion se puede derivar una sentencia como:

mientras b>a hacer

a:=a-1
b:=b+1
fin mientras
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10.<SentenciaSi> ::=

si <Condicion> entonces
<ListaSentencias>

[ sino
<ListaSentencias> ]

fin si

Observe que la parte ‘de lo contrario’ de la sentencia si es opcional,

como es usual en muchos lenguajes
computadores.

11.<SentenciaHacerMientras> ::=
hacer
<ListaSentencias>
mientras <Condicién>
12.<SentenciaPara> ::=
para <ldentificador>:= <Expresion>
hasta <Expresiédn> hacer
<ListaSentencias>
fin para
13.<Factor> ::=
“(“ <Expresiéon> “)" |

<ldentificador>

14 .<Término> ::=
<Término>

“uxn

<Factor> |
<Factor>
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15.<Expresion> ::=
<Expresion> “+” <Término>
<Término>

16.<SentenciaAsignacion> ::=

<Ildentificador> := <Expresién>

El lector puede comprobar que a partir de esta definicidon se puede
derivar una sentencia como:

a = (b+c)*d
17.<CondiciénSimple> ::=

[ no ] <CondiciénSimple> |

<Expresion> “<” <Expresion> |

“(" <Condicién> “)” |

verdadero |

falso

18.<Condicion> ::=
oo .n

<Condicidn> “y” <CondicionSimple> |

<CondicidnSimple>

19.<ListaParametros> ::=

”n n

<ListaParametros>",” <ldentificador> |
<ldentificador>
20.<DefiniciénFuncién> ::=
funcién <ldentificador>
“(" [<ListaParametros>]“ )’

<ListaSentencias>
fin funcion
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21.<ListaExpresiones> ::=

o n

<ListaExpresiones> “,” <Expresion>

<Expresién>

22 .<LlamadaFuncion> ::=

<ldentificador> “(“[<ListaExpresiones>]")"

23.<ListaDefinicionesFunciéon> ::=
<ListaDefinicionesFuncion>
<DefinicionFuncion> |

<DefinicionFuncién>

24.<Programa> ::=

<ListaSentencias>

[<ListaDefinicionesFuncion>]

Variaciones de BNF

Los libros realizan variaciones a la notacién BNF clasica, para mejorar
la legibilidad. Por ejemplo la BNF de un si..entonces podria
presentarse de la siguiente forma.

SentenciaSi
si Condicion entonces
ListaSentencias
[ sino
ListaSentencias ]
fin si
Note que los terminales se diferencian de los no terminales porque
aparecen en negrilla.
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Ejercicios

1)

2)

3)

4)

Los identificadores de un supuesto lenguaje de programacién solo
se componen de letras, por ejemplo los identificadores SueldoA o
notaB. Escriba la gramatica BFN para especificarlos.

Los identificadores de cierto lenguaje de programacidon deben
iniciar con un signo pesos, S. Luego debe seguir una letra y
después de esta letra pueden seguir cualquier nimero de letras o
digitos en cualquier orden. Por ejemplo el identificador Snota13b.
Escriba la gramatica BNF para especificarlos.

Los identificadores de cierto lenguaje de programacion estan
especificados por la siguiente gramatica.

<ldentificador> ::=
$[<IdentificadorB>]$

< IdentificadorB > ::=
<ldentificadorB><Letra> | <Letra>

a) De dos ejemplos de identificadores segun la BNF anterior.
b) ¢Cual es el identificador de menor longitud de este lenguaje?

Elabore la definicion BNF para una instruccién for como la de los
siguientes ejemplos. La definicion BNF debe permitir que el for
repita cualquier cantidad de instrucciones, de cualquier tipo,
cualquier cantidad de veces.

Ejemplo 1:

For 1 =0 To 10 Step 1

k =%k + 1
m=m * 1
Next 1
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Ejemplo 2:

For j = a To b+l Step 5+a

k = k + 7

m=m * i

c =k +m
Next i

Asuma ya definidas las siguientes categorias sintacticas: <Expresion>,
<Lista de Sentencias>, <ldentificador>.

5) Un lenguaje de programacién tiene categorias sintacticas
definidas asi:*

<digito>> 0]1]2]...]19

<letra> = <mindscula> | <mayuscula>

<mintscula>—> a|b|c]|..|z

<mayuscula>> A |[B|C]|...| Z

Si <vares> es una categoria sintactica para describir palabras

reservadas y se quiere que éstas se escriban en mayusculas, una
produccién que cumple este propdsito es

A) <vares> - <letra> | <vares> <mayuscula>
B) <vares> - <mayuscula> | <vares> <letra>
C) <vares> > <mayuscula> <minuscula> |

<vares> <mayuscula>
D) <vares> = <mayuscula> |
<vares> <mayuscula>

E) <vares>—> <mayuscula> |

<vares> <minuscula>

4 Ese ejemplo es tomado del examen ECAES del afio 2003.
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Ejercicios con respuestas

6)

<ldentificador> <ldentificador> <Minuscula> |
<Mayuscula>

"a”| "b”| "c”|...| "”
"A”|"B”| "C”|...| "Z"

<Minuscula>

<Mayuscula>
Segun la anterior BNF, responda V o F a las siguientes afirmaciones

a. Abcabccba es un identificador valido
b. AB es un identificador valido

c. ABaesun identificador valido

d. Aesunidentificador vélido

e. aA esunidentificador valido

Respuesta: VFFVF

7) éCual de los identificadores se puede derivar la siguiente BNF?

<ldentificador> :: <Identificador> <Digito> |

“S”<Mayuscula><Minuscula>

<Digito> K X I X
<Minuscu|a> ::= Ilalll Ilblll ”C”I_,,l ”Z”
IIAII | ” BII I IICII | | IIZ”

<Mayuscula>

A. SAb314
B. A210

C. Abl

D. SAbc

E. SAbAl
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Respuesta: A

8) De un ejemplo de una sentencia de asignacion de acuerdo con la
siguiente gramatica.

<Variable> ::=
a01 | b02 | c03
<Oper. de Asignacion > ::=
<< | <--

<Operador Aritmético> ::=

| e
<Funcién> ::=

raiz | abs | exp
<Expresién > ::=

"("<Variable>")"<Funcion>"
("<Variable>")"[<Funcion>]<Operador Aritmético>
<Sentencia de Asignacién> ::=

<Variable> <Operador de Asignacion> <Expresidon>

Respuesta: a0l<<< (b02) raiz(c03) +

9) De un ejemplo de una sentencia de asignacidn de acuerdo con la
siguiente gramatica.

<Variable> ::=
p01 | 02 | r03
<Oper. de Asignacién > ::=
= "#"
<Operador Aritmético> ::=
S REN R
<Funcion> ::=

cuadrado | doble | cubo
<Expresién > ::=
<Operador Aritmético> <Funcion> "("<Variable>")"

[<Funcion>] " ("<Variable>")"

148



<Sentencia de Asignacién> ::=
<Variable> <Operador de Asignacion> <Expresidon>

Respuesta: p01:=+ cubo (q02) (r03)

10)

mooOw>»

¢Cuadl de las sentencias se puede derivar de la siguiente BNF?
<SentenciaEjecute> ::= ejecute <identif> <entero> veces
<ldentif> ::= “a@” | “b” | “c”

<Entero> == 1|23

SentenciaEjecute b 3 veces

ejecute abc 123 veces

ejecute b 3 veces

ejecute bbb 3 veces

SentenciaEjecute ::= ejecute b 3 veces

Respuesta: C

11)

¢Cudl de las sentencias se puede derivar de la siguiente BNF?

<SentenciaSi> ::= si <Condicidn> vaya a <Etiqueta>

<Condicién>

<ldentif> <OperadorRelacional><Identif>

<Etiqueta> = “$”<|dentif>

<Identif> = “Q" | “b” | “c”
<operadorRelacional> = _MQ_ | _DF_
A. sia_DF_b vayaaSc

B. si a5_DF_bvayaaSc

C. si 6_MQ_7 vayaasSc

D. sia_DF_b vayaac

E. sia>b vayaa Sc

Respuesta: A
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12) Se tiene definida para un lenguaje la siguiente categoria
sintactica.

n_n nn
c’l...]

<minuscula> ::="a"| "b”| z

Las variables del lenguaje se conforman de la letra v, seguida de un
signo de subrayado, seguido de una o mds letras mindsculas. ¢Cual
de las siguientes BNF define bien las variables de este lenguaje?

<variable> ::= <variable> <minuscula> | v

<variable> ::= <variable> <minuscula> | v_<minuscula>
<variable> ::= <minuscula> | v_<minuscula>

<variable> ::= <variable> | v_<minuscula>

<variable> ::= <variable> <minuscula> | v_

mooOw>r

Respuesta: B

13) Un supuesto lenguaje de programacién tiene un ciclo
denominado ciclo perform. El ciclo permite repetir 0 o mas
sentencias un numero determinado de veces, dado por una
expresion. Los siguientes son ejemplos de este ciclo.

Ejemplo 1:
perform
begin
imprimir x
y=y*2
end
25 times
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Ejemplo 2:

perform
begin
a=b+a
imprimir x
y=y*2
imprimiry

Escriba la definicion BNF para el ciclo perform descrito
previamente. Suponga ya definidas previamente las categorias
<Expresién>y <Lista de Sentencias>.

Respuesta:

<CicloPerform>::=
perform
begin
<ListaDeSentencias>
end
<Expresién> times

5.4 Gramaticas ambiguas y no ambiguas

Las gramaticas se pueden clasificar en ambiguas y en no ambiguas.
Una gramatica es ambigua si y solo si existen dos o mds darboles
distintos que derivan la misma palabra [KELLY].

Las gramaticas ambiguas no son apropiadas para ser el modelo para
la construccidn de compiladores. Por ejemplo, no manejan bien la
precedencia de los operadores.
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La siguiente GIC es ambigua

S>A|B
A—>aA|a
B—>bB]|a

Los arboles diferentes que derivan la misma palabra son:

VP
Ve —WE—W

Ejercicios
Demostrar que son ambiguas las siguientes gramaticas.
1) S > A | B

A =2 aA | b

B 2 Bb | a

2) S > A | B
A 2 aalA | aa
B 2 aaaB | aaa

3) E2>2E+E | E*E | I
I >al| bl c

Ejercicio con respuesta

4) Demuestre que la siguiente gramatica es ambigua
X > X+T|T+X|T

T —alb
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Respuesta:

X'+ ‘T T + |><
|

Toe ]
d al

5.5 Recursividad por la izquierda

Otra condicién que no es recomendable, si vamos a utilizar una
gramatica como base de un compilador, es la recursividad por la
izquierda.

Una produccién de la forma A 2 Aw, donde A es un no terminal y w
es una palabra, se dice que es recursiva por la izquierda. Por
ejemplo, la siguiente GIC tiene tres producciones recursivas por la
izquierda.

S > Sa | AB

A > AbbS | Ab | €

B =2 c

La recursividad por la izquierda es una caracteristica no deseable de
las  producciones, porque dificulta la  construccion del
correspondiente compilador.

Podemos eliminar la recursividad por la izquierda con el siguiente
procedimiento.

[KELLY] Sea G una GIC y sea A un no terminal de G que tiene
producciones recursivas por la izquierda. Sean las siguientes todas
las producciones de A.
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A= Aa, |Aa, |...| Aa, | B | B, || B,

Las primeras n producciones son todas las producciones recursivas
por la izquierda de A. Las restantes son todas las producciones de A
gue no son recursivas por la izquierda.

Podemos reemplazar las anteriores producciones por las siguientes
gue no son recursivas por la izquierda.

A= Bl Bo || Bu | BZ| BZ]..| BnZ
Zoolay|.|la|agZlaZ]..|a,Z
Como se puede observar, se ha introducido un no terminal nuevo, Z.
Ninguna de las nuevas producciones es recursiva por la izquierda.

Como ejemplo, apliquemos las férmulas a la gramatica presentada al
inicio de esta seccidn:

S>Sa|AB
A > AbbS | Ab | ¢
B->c

De acuerdo con las férmulas, la gramatica equivalente y sin
producciones recursivas por la izquierda queda:

S - AB|ABZ

Z - alaZ

A-eg|Z

Z' - bbS|b|bbsZ'|bZ'

B-c
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Ejercicios con respuestas

1) Aplique el procedimiento de eliminar recursividad por Ia
izquierda a la siguiente GIC.

S—>Sa|Sbed |ab|c
¢Cudl es la GIC resultante?

A. S>ab|c|abz|cz
Z> a| bcd | aZ | bedz

B. S>a|bcd]|az| bcdz
Z>ab|c|abZ]|cz

C. S2abjc|zZ
Z> a| bcd | aZ | bedz

D. S2>ab|c|abZ]|cz
Z-> Sa | Sbed | SaZ | Sbcdz

E. S2albcd]ab]|c

Respuesta: A

2) Aplique el procedimiento de eliminar la recursividad por la
izquierda a la siguiente gramatica.

Xo>X++|X——|X+a|-X|b

Respuesta:

X > —X|b|-XZ|bZ
Z->++|-—|+al++Z| - —Z| +aZ

3) Aplique el procedimiento de eliminar la recursividad por la
izquierda a la siguiente gramatica.

E2>E*al|b
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¢Cual es la gramatica resultante?

Respuesta: E=>b| bz

7> *a| *aZ

Ejercicios

Obtenga GIC no recursivas por la izquierda equivalentes a las
siguientes, utilizando el procedimiento descrito en esta seccidn.
4) S > Sa | Sb | cA
A > 2a | a | ¢
5) S > Sakb | Sb | aa | b
A > Abbb | Ab | Ra | a | b | &
6) E2>E+E | (E) | V

v >alb

5.6 Factorizacion a izquierdas

A veces sucede que en dos producciones de una gramatica para el
mismo no terminal, A = w|x, se tiene que las palabras w y x inician
con los mismos simbolos. Por ejemplo, las siguientes producciones
tienen esa caracteristica:

A - Bbca|BbcBC

Esta caracteristica podria hacer mas compleja la elaboracién de un
futuro compilador basado en esta gramatica, especificamente en lo
relacionado con la seleccion por parte del compilador de que
produccién aplicar.

Por fortuna es facil transformar las producciones en otras
equivalentes sin esta condicidon. Por ejemplo, las producciones del
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ejemplo anterior son equivalentes a las que se presentan a
continuacion:

A — BbcD

D - a|BC

[LEMONE] En general, dos producciones de la forma 4 — fa |,
son equivalentes a las producciones:

A - BB

B = aq|a,

Ejercicios con respuestas

1) Aplique el procedimiento de factorizacién a izquierdas a la
siguiente gramatica

S — abSA|abSBba
A — cccSalcccBbb

B - ale

Respuesta:

S — abSD
D — A|Bba
A = cccE
E — Sa|Bbb

B - ale
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2) Aplique el procedimiento de factorizaciéon a izquierdas a la
siguiente gramatica
<SentenciaRepetir> ::=
Repita <Entero> veces
<ListaSentencias> |
Repita mientras <Condicidn>

<ListaSentencias>

Respuesta:

<SentenciaRepetir> ::=
Repita <SegundaParteSentenciaRepetir>
<SegundaParteSentenciaRepetir> ::=
<Entero> veces
<ListaSentencias> |
mientras <Condicion>

<ListaSentencias>

5.7 Gramatica regular

Hay dos tipos de gramaticas regulares: gramaticas regulares por la
izquierda y gramaticas regulares por la derecha.

Definicion

[KELLY] Una gramatica independiente del contexto es una gramatica
regular por la izquierda si y solo si todas sus producciones son de la
forma A 2 w donde se cumple lo siguiente:

e w tiene un no terminal como maximo.
e si w tiene un no terminal este serd el simbolo de la
izquierda de w.
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Sigue un ejemplo:

S > Sabab | A | aab
A>Aaa|Ab|b]| ¢

Definicion

[KELLY] Una gramatica independiente del contexto es una gramatica
regular por la derecha si y solo si todas sus producciones son de la
forma A 2 w donde se cumple lo siguiente:

e w tiene un no terminal como maximo.
e sj w tiene un no terminal este sera el simbolo de |la derecha
de w.

Sigue un ejemplo:

S > ababS | A | bba
A>aaA|bA| ¢

Poder de representacion

Las gramdticas regulares tienen un poder de representacion igual al
de los autdmatas finitos y al de las expresiones regulares. Es decir,
pueden representar lenguajes regulares Unicamente. En el campo de
los compiladores, las gramaticas regulares pueden representar los
aspectos Iéxicos de un lenguaje de programaciéon de computadores,
pero no los aspectos gramaticales. Es decir, pueden representar
tokens, mas no expresiones algebraicas ni instrucciones

Ejercicios

Elabore gramdticas regulares por la izquierda y por la derecha para
los siguientes lenguajes
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2) (ab)’b”
3) a(aub)”

4) ab’(ab)”

5.8 Forma normal de Chomsky
Definicion

[KELLY] Una GIC se encuentra en forma normal de Chomsky, si y solo
si, todas sus producciones A 2 w cumplen una de las dos siguientes
condiciones.

e w se conforma exactamente de dos no terminales.
e w se conforma exactamente de un terminal.

Sigue un ejemplo de GIC en forma normal de Chomsky:

S> AA| AB
A=>a
B>AS | b

Los arboles de derivacion de una gramatica en forma normal de
Chomsky son binarios.

Ejemplo:

Elabore una GIC en forma normal de Chomsky para el lenguaje
{a2i+1|i > 0}

Solucion:

Elaboremos como punto de partida un GIC comun y corriente:
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S - aSala

Reemplacemos los terminales de las producciones que no estan en
forma normal de Chomsky, por no terminales. En este caso,
reemplazamos las aes de la primera produccién, por A. La gramatica
queda:

S — ASA|a
A—-a

En las producciones que tengan mds de 2 no terminales,
reemplazamos grupos de 2 no terminales por un no terminal nuevo.
En este caso, reemplazamos por ejemplo AS por B y la gramatica ya
queda en forma normal de Chomsky:

S — BA|a
B - AS

A->a
Ejercicio

1) Elabore GIC en forma normal de Chomsky para el lenguaje

{(ab)'a' |[i>1}

5.9 Simplificacion de gramaticas

En esta seccion se tratardan procedimientos para eliminar
producciones inutiles de las gramaticas.

5.9.1 No terminales que no derivan cadenas de solo
terminales

Consideremos la siguiente gramatica

161



S>aS|aA|b
A aA | bA

Se observa que no se puede derivar una cadena de solo terminales a
partir de A.

A = aA = abA ...

Lo anterior ocasiona que tres producciones de la gramatica no
aporten nada. Estas producciones se pueden omitir. La gramatica
simplificada queda:

S>asS|b

El siguiente algoritmo permite eliminar este tipo de producciones.

Algoritmo

i.  Seleccione las producciones x 2 w, tales que weX .

ii.  Inicialice el conjunto N’ con los no terminales de la izquierda
del signo = de las producciones seleccionadas en el paso i.

iii.  Seleccione las producciones x > w no seleccionadas

anteriormente, tales que We (N'UX)"

iv.  Agregue al conjunto N’ los no terminales de la izquierda del
signo = de las producciones seleccionadas en el paso iii.

V. Repita los pasos iii y iv hasta que no se pueden seleccionar
nuevas producciones o agregar nuevos no terminales a N’.

Vi. Escriba la gramatica simplificada, la cual consta de las
producciones seleccionadas en los pasos iy iii.
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Ejemplo

Aplique el algoritmo que elimina los no terminales que no derivan
cadenas de solo terminales a la siguiente gramatica.

S - BS|aC|A

A — abE

B — DaDC | aCB | bCF
C — DDb | abG

D — aba

E — aA

F—-e¢

Solucion:

i) D — aba

F-e
ii) N' ={D,F}
iii) C - DDb
iv) N' ={D,F,C}
iii) S - aC

B — DaDC

B — bCF

ivy) N'={D,F,C,S, B}

iii) S - BS
B — aCB
iv) N'no cambia. Esta es la condicién de parada del algoritmo.
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vi. La gramadtica simplificada se conforma de las producciones
seleccionadas:

S = BS|aC

B — DaDC | aCB | bCF
C - DDb

D — aba

F-e¢

5.9.2 Producciones imposibles de usar
Consideremos la siguiente gramatica

S 2> aSa | b
B 2> Ca | a

C =2 Ba | a

Se observa que es imposible utilizar las 4 ultimas producciones en
una derivacion. Estas producciones pueden omitirse. La gramatica
simplificada queda:

S 2> aSa | b

El siguiente algoritmo elimina este tipo de producciones.

Algoritmo

i Inicialice el conjunto N’ = {S}

ii.  Selecciones las producciones x 2 w tales que X € N'

iii. Agregue a N’ los no terminales a la derecha del signo = de las
producciones seleccionadas anteriormente y que no se
encuentren previamente en N’.

iv.  Selecciones las producciones x = w tales que X € N' y que no
hayan sido seleccionadas previamente.
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V. Repita los pasos iii y iv hasta que en el paso iii no se agreguen
nuevos no terminales o en el paso iv no se selecciones nuevas
producciones.

vi. Escriba la gramatica simplificada. Esta gramatica de conforma
de todas las producciones seleccionadas en los anteriores
pasos.

Ejemplo

Aplique el algoritmo de suprimir producciones que no se pueden usar
a la siguiente gramatica.

S — aE | bF
A—-aA|C
B —aB|a
C—-aD|b
D —»aA|aC
E — aE | bE
F—->FB|b
Solucién:
i. N' = {5}
ii. S = aE | bF
iii. N' ={S,E,F}
iv. E - aE | bE
F—->FB|b
iii. N' ={S,E,F,B}
iv. B —aB|a

iii. N’ no cambia. Esta es la condicién de parada del algoritmo.
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Vi. La gramatica simplificada queda:

S — aE | bF
B — aB|a
E — aE | bE
F->FB|b

5.9.3 No terminales anulables

Antes de pasar al algoritmo de eliminacidn de producciones épsilon,
es necesario estudiar el algoritmo que detecta los no terminales
anulables.

Sea A un no terminal, A es anulable, si y solo si, A deriva & en uno o
mas pasos.

Por ejemplo, en la gramética

S 2> ABa | b
A2 ¢
B > A

Ay B son anulables, ya que

A =¢
B =D>A = ¢

S no es un no terminal anulable.

El siguiente algoritmo determina los no terminales anulables.

Algoritmo

i Se seleccionan las producciones de la formax 2> ¢
ii. Se inicializa el conjunto N con los no terminales de la
izquierda del signo = de las producciones seleccionadas en
el paso i.
iii. Se seleccionan la producciones x =2 w no seleccionadas
antes tales que w € N*
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iv.  Se agregan al conjunto N los no terminales no agregados
antes que estén a la izquierda del signo = de las
producciones seleccionadas en el paso 3.

v.  Se repiten los pasos iii y iv, hasta que en el paso iii no se
seleccionen nuevas producciones o, en el paso iv no se
agreguen nuevos no terminales.

En el conjunto N se encuentran todos los no terminales anulables.

Ejemplo

Aplique el algoritmo para encontrar los no terminales anulables a la
siguiente gramatica.

S — aS | FEB
A—-aAlab|C
B—->DbB | ¢
C—-aC|b

D - A|SSB
E —» BF

F—-e¢
Solucion:

i B - ¢

F—e¢
ii. N ={B,F}
iii. E — BF
iv. N ={B,F,E}
iii. S - FEB

iv. © N={B,F,E,S}
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i. D —SSB
iv. = N={B,F,E,S,D}

iii. No se seleccionan nuevas producciones. Esta es la condicién
de parada del algoritmo.

El conjunto de los no terminales anulables de la gramatica dada es
N ={B,F,E,S,D}

5.9.4 Eliminacion de producciones épsilon, excepto s — ¢

La gramatica

S—>aS | aA
A2>b]| &

es equivalente a la gramatica

S>aS|ab|a
Se observa que la segunda gramdtica no tiene producciones épsilon.
La gramatica

S>asS|A
A>b] e

es equivalente a la gramatica
S>aS|b]| ¢

Vemos que la segunda gramatica no tiene producciones épsilon,
excepto S 2 &, la cual no se puede suprimir.

El siguiente algoritmo elimina las producciones épsilon, excepto
s> &
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Algoritmo

a) Halle el conjunto de los no terminales anulables, aplicando el
algoritmo de la seccién anterior.

b) Suprima las producciones épsilon de la gramatica

c) Agregue todas las producciones que resulten de eliminar
cualquier combinacion de no terminales anulables a las
producciones iniciales y que no sean producciones épsilon.

d) Agregars — ¢, si la gramatica inicial deriva &

Ejemplo
Aplique el algoritmo de eliminacién de producciones épsilon a la

siguiente gramatica

S —>aS|bABE | D
A — BEDa

B — ED
E->ble

D—-ale

Solucidén:
a) Hallamos el conjunto de no terminales anulables
i. E- ¢

D- ¢
ii. N ={E,D}
iii. S-D

B - ED
iv. N ={E,D,S, B}

iii. <Fin>
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El conjunto de no terminales anulables de la gramatica es N =
{E,D,S,B}

b) Se suprimen las producciones épsilon

S —-aS|bABE|D

A —» BEDa

B - ED

E—-Db

D —a
c) Se agregan nuevas producciones segun lo indicado por el
algoritmo:

S — aS | bABE |D| a |bAE | bAB |bA

A — BEDa | EDa |BDa|BEa|Da|Ea|Ba|a

B —-ED|D|E

E-Db

D—a
c) Se agrega S — &, debido a que la gramatica deriva ¢:

S — aS | bABE |D| a |bAE | bAB |bA | €

A — BEDa | EDa |BDa |BEa |Da|Ea|Ba|a
B—>ED|DI|E

E—-Db

D—-a

5.10 Autématas de pila no deterministas

Los ADPND tienen el mismo poder de representacién de las GIC. Es
decir pueden representar a los lenguajes independientes de contexto
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y por lo tanto también a los lenguajes regulares. En el contexto de
los compiladores, los ADPND pueden representar tantos tokens,
como expresiones algebraicas e instrucciones

Los autématas de pila no deterministas, ADPND, son autématas
finitos no deterministas a los cuales se les ha agregado una
estructura de datos pila.

La pila tiene un simbolo inicial, que en los ejemplos representaremos
por Z.

Ejemplo del diagrama de transicion de un ADPND

alZIABC
b/A/BAB @
alzlz </B/B b/A/B
@— A=)
b/B/BB
b/Zle

Cada transicidn tiene la forma general /A/w.

o puede ser un simbolo del alfabeto o la palabra vacia. Si es un
simbolo del alfabeto, el ADPND al usar la transicion consume este
simbolo de la palabra que se esta analizando. Si ¢ es la palabra vacia,
el ADPND al usar la transicién no consume ningun simbolo.

A es un simbolo del alfabeto. Al usar la transicidon, el autémata
extrae este simbolo de la pila. Por tanto, la pila debe tener en su
tope el simbolo A, o no podra ser utilizada la transicion.
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w es una palabra. Si w es una palabra de uno o mds simbolos, el
autémata al usar la transicién introduce estos simbolos en la pila, en
orden de derecha a izquierda. Si w es la palabra vacia, el autémata al
usar la transicién no introduce simbolos en la pila.

Un ADPND acepta una palabra cuando existe al menos una ruta que
tenga las siguientes caracteristicas.

e Laruta debe partir del estado inicial

e La ruta debe consumir exactamente los simbolos de la palabra,
en el orden en el que aparecen en ella.

e Laruta debe terminar en un estado final.

e Debe ser posible que el ADPND realice todas las operaciones
sobre la pila indicada por la ruta. No interesa si al final la pila
gueda vacia o no.

Se aclara que no esta unificado el concepto de que si la pila debe
qguedar vacia al final o no, para que la palabra sea aceptada. Segln
Dean Kelly no se requiere que la pila quede vacia [KELLY]. Segun
Ramodn Brena, la pila tiene que quedar vacia al final[BRENA].

Ejemplo
¢Cudles de las siguientes palabras acepta el ADPND de la figura?.

a) abb
b) bb

Solucion.

a)Larutaqq = q1 = q2 = q4 = g3, usando la transicién £/B /B para
ir de g, a q4, cumple con todas las condiciones requeridas, por lo que
la palabra abb es aceptada por el automata.

La ruta cumple las condiciones requeridas ya que:
- Parte del estado inicial
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- Consume exactamente los simbolos abb y en este orden

- Larutatermina en un estado de aceptacion, g3

- Se pueden realizar todas las operaciones sobre la pila
indicadas por las 4 transiciones utilizadas, como se muestra a
continuacién.

Inicialmente la pila tiene una Z:

Debido a la transicion a/Z /ABC, el autémata retira la Z de la pila

Debido a la misma transicion, el autémata introduce los simbolos de
la palabra ABC de derecha a izquierda en la pila:

A
B
C

Ahora el autémata retira A en la pila, ya que aplica la transicion
b/A/BAB:
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Segln indica la misma transicién, el ADPND agrega a la pila los
simbolos B, A, B

O mW >

Seguidamente se utiliza la transicién €/B/B, por lo que se retira B del
tope de la pila.

O w|w|>

La anterior transicidn ocasiona que en este momento se agregue B a
la pila.

O WW@ >

La ultima transicion de la ruta es b/B /BB, por lo el autémata retira B
del tope de la pila.

O m™wm >
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Finalmente, la Ultima transicion también ocasiona que se agregue BB
al tope de la pila.

O W W@> ww

Asi, fue posible realizar en la pila todas las operaciones establecidas
por las 4 transiciones de la ruta y se cumplid la ultima condicién de la
ruta. Como se explicd, no es necesario que la pila quede vacia al
final.

b) bb

La palabra bb no es aceptada por el ADPND del ejemplo, ya que no
existe ninguna ruta que cumpla con los requisitos.

Por ejemplo la ruta q; = g, = q4, utilizando la transicién b/A/B par
ir de g, a q,, falla porque no se puede retirar A del tope de la pila, en
el momento de aplicar la primera transicion b/A/BAB.

Regla de transicion

Las transiciones de un ADPND pueden representarse analiticamente
utilizando la regla de transicion A. Mediante esta regla, una
transicion g /A/w que vaya del estado g; al estado q;, se representa

por:

A(qil O',A) = {(q] W)}

Como ejemplo, se incluye el diagrama de transicién del autdmata
anterior y la correspondiente representacion analitica.
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al/ZIABC

b/A/BAB E
alzlz </B/B b/A/B
v
b/B/BB

b/Zle

A(q1,a,Z) = {(q1,ABC), (q3,2)}
A(q1,b,A) = {(q2,BAB)}
A(q2, € B) = {(q4, B)}
A(qz,b,A) = {(q4, B)}

A(qa, b, B) = {(q3,BB)}
A(g3,b,Z) = {(q3,€)}

El conjunto de los estados de aceptacion se representa por
F ={q3,q4}

Note que por brevedad se agruparon dos transiciones en un solo
reglén. Se puede realizar esta agrupacién cuando la parte de la
izquierda de 2 o mas transiciones es igual en todas ellas.
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Ejercicio con respuesta

1) ¢Cual de las palabras es aceptada por el siguiente el ADPND?

a/A/B
—@v b/A/A
O b/B/A
clzl A
A. ababa
B. ab
C. abab
D. abb
E. aa

Respuesta: A

Ejercicios

2) En el siguiente ADPND, ¢Cudles de las palabras dadas acepta el
ADPND?

b/B/B

alZIAZ O
—@_ )

alZIBzZ

a/lAlA

b) aba
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c) a

d) abb

Lenguaje aceptado por un ADPND

Sea M un ADPND, se define el lenguaje aceptado por el autémata,
L(M), como el lenguaje de todas las palabras que acepta M. Por
ejemplo el lenguaje aceptado por el autdmata siguiente es
{a‘b’|i > j,j > 0}.

A( di, 9, Z) = { (qll bZ) }

A(qy, a, b) ={(qy, bb) }

A(QII bl b)={(q2/8)}

A( dz, bl b) = { (QZ, 8) }

A( gy € b)={(as, b) }

F={qs}

Ejercicios
¢Cudl es el lenguaje aceptado por los siguientes ADPND?

3) A(qn,a2)={(q,AZ)}
Ay, b, A) ={(9,,B)}
A(Q,b,B) ={(a,,B)}
F={a,}

4) A(Gy,&,2)={(a, A}
Aoy, 8, A) ={(a,, B)}
A(g,,b,B) ={(q,, D)}
A(9,,,D) ={(a,, A)}
F={a.}
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5) Aay,a,2) ={(q,, A)}
A(a,,a, A) ={(q,, AA)}
Aay, &, A) ={(a, A}
A(Q,.b, A) ={(a,.£)}
F={a.}

Ejercicios con respuesta

6) ¢Cudl es el lenguaje aceptado por el siguiente ADPND?

A(qy,a,2) = {(91,4)}
A(q1,b,4) = {(91,B)}
A(qy,¢,B) = {(91,0)}
A(q1,d,C) = {(q2,0)}
A(qz, d,C) = {(q2,O)}
F = {q,}

Respuesta: abcdd”

7) ¢éCudl es el lenguaje aceptado por el siguiente ADPND?

A(qy, a,z) ={(ay, bz) }
A(ay, a, b) ={(qy, bb) }
A(qy, b, b)={(a2,¢)}
A( gy b, b) ={(az €) }
Al 9y & b)={(as €) }
Al s, & 2) ={(qs 2) }
F={da}
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Respuesta

{a"b' i1}

Ejercicio

Obtenga ADPND para los siguientes lenguajes
8) {a'b'|i>0}

9) {a'b?|i>0}
10) {fa'b’c" |i>1, j>1}

Ejercicios con respuestas

11) Obtenga un ADPND para los siguientes lenguajes:

a) {a™"|m=>0,n>20ym# n}

b) {ww'|w e {a,b}'}

Respuestas

a) Alaya,z)={(a, bz) }
A(qy, a, b) ={(qy, bb) }
A(qy, b, b) ={(az &)}
A(qy b, b) ={(az €) }
A(dp, & b)={(as &) }
A(qy b, z) ={ (9 az) }
A(qy b, a) ={(q, aa)}
A(ay, g b)={(as b) }
A(qy, b, z) ={ (9, az) }
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A(qy ¢ a)={(a3 a) }
F={q3}
b) Alay a,z)={(qy az)}
A(ay, a, a) ={(as, aa), (42, €) }
A(qy, b, a)={(qy, ba)}
A(qy, b, b) ={(qy, bb), (9, € }
A(qy a,a)={(az €) }
A(ay, & 2) ={(as 2) }
A(qy, b, z) = {(ay, bz) }
A(qy, a, b) ={(qy, ab) }
A( 9y b, b) ={(az €) }
F={q3}

Método Construccion de un ADPND a partir de una GIC

Con el método que se explicard a continuacion, se puede construir
mecdanicamente un ADPND partiendo de una GIC.

El autdmata que resulta de este método siempre queda con tres

estados: Q,, 4, y Q;, sin importar de que lenguaje se trate. De los

tres estados, solo Q, es estado final.

Para construir el ADPND aplique los siguientes pasos.
i Cree una GIC para el lenguaje cuyo simbolo inicial sea S.
ii. Agregue las siguientes dos transiciones.
A(qy, 6, 2) = {(q2,S2)}

A(qq, 6 2) = {(q3,€)}
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iii. Por cada produccién x = w agregue la transicion:

A0, &%) ={(a, W)}

iv. Por cada terminal a agregue la transicidon:

A(qZJ a, a) = {(QZ' 8)}

Ejemplo

Obtenga una GIC para el lenguaje dado vy, a partir de ella, construya
un ADPND, aplicando el método explicado en la presente seccidn.

{a'ba'b’a’ |i>0, j>0}
Solucion:

i. Primero se crea la GIC para el lenguaje dado

S - AB
A — aAalb
B — bBa| ¢

ii. Agregamos las dos primeras transiciones
A(qy, 6 2) = {(q2,52)}
A(qz,&,Z) = {(q3,€)}
iii. Agregamos las transiciones correspondientes a cada produccion
A(qy, 6, 2) = {(q2,S2)}
A(qz,¢,2) = {(q3,€)}
A(qz,¢,5) = {(q2,AB)}
A(qz, ¢, 4) = {(q2,a4a), (q2,b)}

A(qz, ¢, B) = {(q2,bBa), (g2, €)}
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V.

Agregamos las transiciones correspondientes a cada simbolo del
alfabeto.
A(q1,&,2) = {(q2,S2)}
A(ga, ¢, 2) = {(q3,8)}
A(qz,€,5) = {(q2,AB)}
A(qz, €, 4) = {(q2, aAa), (g2, b)}
A(qz, €, B) = {(q2, bBa), (g2, €)}
A(qz,a,2) = {(q2, )}
A(qz, b,b) = {(q2,€)}
Ejercicio

12) Construya el ADPND equivalente a la siguiente gramatica,
aplicando el método explicado en la presente seccion.

XD X+T | T
T T*F | F
F>al(X)

5.11 Proyecto de elaboracion de una gramatica
BNF

La notacién BNF se utiliza para especificar lenguajes de
programacion. Es asi, como el presente proyecto consiste en disefiar
parte de un lenguaje de programacion, algunos elementos ya estdn
definidos en el texto y se solicita definir otros.

Se deben aprovechar las definiciones previas a la que se esté
realizando. En otras palabras, no deben redefinirse categorias que ya
se encuentren definidas en puntos anteriores.
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El procedimiento sugerido para realizar el proyecto es realizar lo
solicitado para cada una de los siguientes puntos.

1) Categorias bdsicas

<Mayuscu|a> ::= IIA” | IIBH I IIC” | . | ”Z"

<Minu5cu|a> ::= llall | Ilbll | IICH I . I llle

<Letra> ::= <Mayuscula> | <Minuscula>

<Digit0> e ”0” | lllll | ”2” | 113” I ”4” | ”5” | ”6" | ll7ll I 118” | Ilgll

2) Entero corto

<Entero>:=  <Digito><Entero> | <Digito>"c”

3) Identificadores

Los identificadores estdn dados por la expresién regular
(Lu )(LUDU_U$$)"

Escriba la definicion BNF de los identificadores.

4) Operadores aditivos

<OperadorAditivo> :: = “+

” | mnn

5) Operadores multiplicativos

Los operadores multiplicativos estdn dados por la expresién regular
*Ulu%.

Escriba la definicidn BNF de los operadores multiplicativos.
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6) Operadores relacionales

Escriba la definicion BNF de los operadores relacionales, disefiados
por usted en el proyecto de la seccion 4.9.

7) Operadores légicos

Escriba la definicién BNF de los operadores ldgicos, disefiados por
usted en el proyecto de la seccién 4.9

8) Operadores de asignacion

Escriba la definicion BNF de los operadores de asignacién disefiados
por usted en el proyecto de la seccion 4.9.

9) Factor, término y expresion

<Factor> ::= <ldentificador> | <Entero>| <Real> ("
<Expresion>")"

<Termino> := <Termino> <OperadorMultiplicativo> <Factor> |
<Factor>

<Expresion > := <Expresion> <OperadorAditivo> <Termino>
<Termino>

10) Instruccion de asignacion

Escriba la definicion BNF de las instrucciones de asignacién. Estas
instrucciones deben permitir evaluar una expresién y guardar el
resultado en una variable.
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11) Sentencia escriba

A continuacidn se dan tres ejemplos de la sentencia escriba.

i) escriba fila 5 posicion 10 resultado de x

i) escriba fila n+5 posicion m+10 resultado de x+y

iii) escriba fila 5+18*25 posicion w +m + (g-z) resultado
de x-y/z

Escriba la definicién BNF de esta sentencia. Debe permitir derivar los
ejemplos dados y cualquier otro de gramatica similar.

12) Sentencia

Una sentencia puede ser una instruccion de asignacion o una
instruccién escriba.

Escriba la definicion BNF de la categoria sintactica sentencia

13) Lista de Sentencias

<ListaDeSentencias> ::=
<ListaDeSentencias>
<Sentencia> |
<Sentencia>

14) Sentencia realice ... iteraciones: ... fin realice

Esta sentencia debe permitir repetir 0 o mas sentencias de cualquier
tipo, un nimero de veces dado. Ejemplos:

i) realice 100 iteraciones:
a:=a+l
imprima en fila 10 columna 10 resultado de a
fin realice
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ii) realice (i+j)-w/20 iteraciones:
a:=a+l
imprima en fila 10 columna 10 resultado de a
fin realice

Escriba la definicion BNF de la sentencia realice ... iteraciones: ... fin
realice

15) Condicion simple

Nota: se supuso que el operador légico NOT es @NO

<CondicionSimple> ::=
<Expresion> <OperadorRelacional> <Expresion> |
[@NO] “(“ <Condicion>")"

16) Condicion
Nota: se supuso que los operadores Iégicos AND y OR son @Yy @O

<Condicién> ::=
<Condicion> @0 <CondicionSimple> |
<Condicion> @Y <CondicionSimple> |
<CondicionSimple>

17) Ciclo con test al principio

Esta sentencia permite repetir cero o mdas veces cero o mas
sentencias. Un ejemplo de ciclo con test al principio es el ciclo
while del lenguaje Java.

a) Escriba un ejemplo de un ciclo con test al principio disefiado
por Usted. La sentencia no debe ser demasiado similar a las
conocidas, ni a los ejemplos dados en clase, y debe ser facil
de interpretar.
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b) Escriba un segundo ejemplo del ciclo disefiado

c) Escriba la definicion BNF del ciclo disefiado

18) Bifurcacién en dos ramas

La bifurcacién en dos ramas permite que un programa elija para
ejecutar de entre dos listas de sentencias. Un ejemplo de una
bifurcacion en dos ramas es la sentencia if del lenguaje Java.

a) Escriba un ejemplo de la bifurcacién en dos ramas disefiada
por usted. La sentencia no debe ser demasiado similar a las
conocidas, ni a la explicada en clase, y debe ser facil de
interpretar.

b) Escriba un segundo ejemplo de la bifurcacidén en dos ramas
disefiada

c) Escriba la definicion BNF de la bifurcacion en dos ramas
disefiada

19) Sentencia para abrir una pdgina en Internet

a) Escriba un ejemplo de una sentencia disefiada por usted que
abra una pagina en Internet, dada la URL de esta pagina.

b) Escriba un segundo ejemplo de la sentencia disefiada

c) Escriba la definicion BNF de la sentencia disefiada

20) Sentencia

La categoria sintdctica sentencia, definida previamente, solo incluye
dos tipos de sentencias.

Escriba de nuevo la definicion BNF de la categoria sintactica
sentencia, pero que incluya los siguientes tipos de sentencias,
definidos a lo largo de este proyecto:
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Una instruccién de asignacién

Una instruccién escriba

Una Sentencia realice ... iteraciones: ... fin realice
Una bifurcacién en dos ramas

Un ciclo con test al principio

La sentencia de abrir una pagina Web

21) Reales

Los reales estan dados por la expresion regular D ,DDD

Escriba la definicion BNF de los reales
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6. Maquinas de Turing

La maquina de Turing es un modelo matematico simple de una
computadora. Fue inventada por Turing en 1936.

Alan Mathison Turing, matematico, nacié en Londres en 1912.  Fue
un verdadero pionero en el campo del desarrollo de las
computadoras. Turing fue un entusiasta del Ajedrez. Junto con
Champernowne invento el primer programa jugador de Ajedrez.

La mdquina de Turing es una maquina de estados. Existen muchas
clases de maquinas de Turing, pero en esta seccion sélo se tratara a
manera de introduccién un tipo sencillo. Un ejemplo de este tipo se
puede apreciar en el diagrama que sigue. La maquina usa una cinta
infinita a ambos lados y un cabeza lectora-escritora.

q

Estado interno

Cabheza Lectora-
escritara

Para representar la configuracion de la maquina en un momento
dado, se utilizan descripciones instantaneas. Por ejemplo, la
descripcioén instantanea de la configuracién ilustrada en la figura es
la siguiente:

(g1,100111)

Esta notacidon muestra el estado en el que se encuentra la maquina,
lo almacenado en su cinta, y la posicién de la cabeza lectora-
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escritora. Esta ultima se indica subrayando la correspondiente
posicién.

La maquina de Turing, como modelo de computadora que es, puede
ejecutar un programa, el cual se denomina funcién de transicién.
Como ejemplo, vamos a aplicar la siguiente funcién de transicién a la
maquina de la ilustracion.

6(g,.) =(a,,0,L)
5(6,,0)=(q9, L R)
5(g,,B)=(q9, L R)
5(9,,0)=(q,,0,R)
6(q,,B)=(d;,B,L)

Las transiciones son de la forma §(gq;, x) = (qj,y, direccion), donde
tenemos lo siguiente.

- (; es el estado de la maquina antes de utilizar la transicién. La

maquina de Turing debe estar en este estado, o no se puede aplicar
la transicion.

- x es el simbolo al que apunta la cabeza lectora-escritora. La
maquina de Turing lee este simbolo. x también puede ser un espacio
en blanco, representado por B, el cual serd leido por la maquina. La
cabeza tiene que estar sefialando el simbolo x, o no se podra utilizar
esta transicion.

- g, es el estado de la maquina después de aplicarse la transicion.

-y es el simbolo que sobre-escribe la maquina. El simbolo y también
puede ser un espacio en blanco, representado por B, el cual sobre-
escribira la maquina.

- direccion es L o R. L indica que la maquina movera la cabeza
lectora-escritora hacia la izquierda y R indica que la maquina movera
la cabeza hacia la derecha.

La maquina funciona ejecutando el siguiente ciclo.
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1. Busca que transicién puede utilizar. El estado inicial de la
transicién debe concordar con el estado actual de la maquina y
el simbolo a leer de la transicion debe concordar con el simbolo
sefialado por la cabeza lectora-escritora. En todo momento la
maquina puede utilizar exactamente una transicién, o si no
quiere decir que la funcién de transicion estd mal construida.
No seria una funcion.

Si  no se puede utilizar ninguna transicién, la maquina se
detiene.

2. Se aplica la transicion, segun lo explicado anteriormente.

3. Retrocede al paso 1.

A continuacién se muestran los sucesivos cambios que ocurren en la
maquina de Turing de la ilustracién, al aplicarle su respectiva funcion
de transicion. La configuracién de la maquina en cada momento sera
representada con una descripcién instantanea:

Primero se aplica la transicion A(q;,1) = {(q1,0.L)} ya que la
maquina se encuentra en estado q; y la cabeza sefiala 1. La
transicion hace que la maquina pase al estado q;, sobre-escriba un
cero y mueva la cabeza a la izquierda. Formalmente, la mdaquina
cambia su configuracion de la siguiente manera:

Los restantes cambios en la configuracién de la maquina son los
siguientes:

(q1,100110) F (g5,100100) - (g4,100000) F (g,,101000) +
(g2, 101000) + (g5,101000) F (g5, 101000 ) + (g3, 101000)

No hay ninguna transicién que comience por 6(gs,0), por lo que la
maquina se detiene.
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Puede observarse que lo que ha realizado la maquina es sumar 1 en
binario.

Ejercicio con respuesta

1) Aplique la siguiente funcién de transicion de una mdquina de
Turing a la configuracién dada.

Funcién de transicion

6(0,a)=(q;,a,R)
6(0;,b)=(0,,a,R)
6(0,,a)=(0,,a,R)
6(0,,b)=(q,,b,R)
6(0d,,B)=(0;,B,L)

Configuracion
(0,, ababb )
Nota: B representa un espacio en blanco
¢En cudl de las siguientes configuraciones para la maquina?
A. (0;,aaabb)
B. ((;,aaaaa)
C. (0;,aaabb)
D. (0Q,,aaabb_)

E. ((; aaaaa)

Respuesta: A

194



Ejercicios

2) Aplique la siguiente funciéon de transicién de una maquina de
Turing a la descripcién instantdnea dada.

Funcidén de transicién:

5(q1’a) :(ql’a’ R)
5(q1’b) :(qllb’ R)
5(%’ B) = (Q2! B, I—)

Descripcion instanténea: (Q, ,abbab)

3) Aplique la siguiente funcion de transicién de una maquina de
Turing a la descripcién instantdnea dada.

Funcién de transicion:

5(q1’a) =(q1,a, R)
5(Q1'b) = (Q11b! I—)

Descripcion instantanea: (q, ,abbab)

4) Construya una maquina de Turing que analice una cadena sobre
{a,b} y cambie todas sus bes por aes. La cabeza inicia sobre el
primer simbolo de la izquierda y debe terminar sobre este
simbolo. Por ejemplo, si la descripcién instantanea inicial es

( g,, ababba)

la descripcion instantanea en el momento de la parada debe ser,
por ejemplo:

( g3, aaaaaa).

5) Construya una maquina de Turing que junte dos cadenas de unos
separadas por un espacio. Por ejemplo, si la descripcién
instantdnea inicial es
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(g,,1111B111111)

la final podria ser algo como

(q,,1111111111)
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